Wybrane testy normalnosci

I'm not insane, my mother had me tested, Sheldon Cooper

Zalozenie o rozkladzie normalnym zmiennych jest podstawa wielu klasycznych technik modelo-
wania (przykladowo analiza wariancji, regresja gaussowska, modele mieszane). Stad tez popularnosé
technik testowania tego zalozenia.

W tym dokumencie przedstawiamy czternascie przyktadowych testow normalnosci podzielonych na
pie¢ grup, rézniacych sie sposobem konstrukeji statystyki testowej. Ponizej przedstawiono testy, ktore
mnie osobidcie z réznych powodow interesowaly, ale to nie sg wszystkie testy do badania normalnoéci.
Moim celem byto pokazanie mnogosci podejéé do tematu badania zgodnosci z rodzing rozkladdéw
normalnych a nie wykonanie pelnego przegladu testéw normalnoéci.

Ten dokument byl czescia materialow przygotowanych w ramach szkolenia o testach dla KNFu,
a po uzupelnieniu i za zgoda zostal przekazany fundacji SmarterPoland.pl. Za pomoc w uzupekieniu
i rozbudowaniu pierwszej wersji dziekuje Krzysztofowi Trajkowskiemu, ktéry jak zwykle wskazal wiele
punktéw, ktore warto poprawié i testéw o ktoérych warto napisac.

Mam nadzieje, ze dokument okaze si¢ przydatnym. Wszelkie komentarze, sugestie propozycje do
tego dokumentu prosze zglaszaé¢ na adres Przemyslaw.Biecek@gmail.com. Z dokumentu mozna ko-
rzystaé na zasadzie uznania autorstwa, cytujac:

Przemystaw Biecek, Wybrane testy normalno$ci, 2013. Materiaty Fundacji SmarterPoland.pl.

Wprowadzenie

Interesuje nas testowanie zgodnosci z rodzina rozktadéw normalnych. Obserwujemy probe prosta n
obserwacji x;, ¢ = 1,...,n, niezaleznych realizacji zmiennej losowej o rozkladzie F'. Interesuje nas
weryfikacja hipotezy

Ho:3,,2F =N(u,0?),

przeciwko hipotezie
H1 : ﬂElMUQF = N(,LL, 0'2).

Poniewaz parametréw p i o2

najczesciej nie znamy, wiec testowana hipoteza zerowa jest hipote-
za zlozona, co nastrecza pewnych trudnosci. W ponizej opisanych testach najczedciej te parametry
sg estymowane z préby, z uzyciem by¢ moze niestandardowych estymatoréw, a statystyka testowa

odpowiada badaniu zgodnosci z hipoteza prosta
Hy: F = N(i,62).

Taka zamiana hipotezy ztozonej na prosta ma wplyw na rozklady estymatoréow statystyk testowych.

Ponizej przedstawiamy rézne testy do weryfikacji hipotezy o zgodnosci z rodzing rozktadéw nor-
malnych, ale wiele z prezentowanych metod moze by¢ zaadoptowanych do zagadnienia testowania
zgodnodci z innymi rodzinami rozktadéw.

Dla wiekszosci testéw przedstawiamy tez przykladowe alternatywy, dla ktérych dany test ma naj-
wigksza moc. Wybrane scenariusze alternatyw to jednak kropla w zbiorze mozliwych odstepstw od
normalnosci.

Naturalnym pytaniem jest ,ktérego testu uzywac”, ponizsze przyktady wykazuja, ze nie ma testu
dobrego w kazdym przypadku, ale o dwoch warto wspomnieé. Testem czesto stosowanym jest test
Shapiro Wilka, popularny i zaimplementowany w wiekszosci pakietow statystycznych. Testem o sze-
rokim spektrum wykrywania mozliwych odstepstw jest test gladki test Neymana zaimplementowany
w pakiecie R.
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1 Testy zgodnosci oparte o dystrybuante empiryczng

Testy wymienione w tym rozdziale badaja zgodnosé z rozkladem normalnym przez ocene odleglosci
pomiedzy dystrybuanta empiryczna a dystrybuantg rozktadu normalnego.

Opisane w tym rozdziale testy okresla sie terminem ,distribution free”, co oznacza, ze rozktad
statystyki testowej przy prawdziwej hipotezie zerowej nie zalezy od rozkladu, z ktérym badana jest
zgodnos¢.
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Rysunek 1: Ilustracja dystrybuanty empirycznej standaryzowanej proby (czarna krzywa) i dystrybuanty roz-
ktadu N (0,1) oraz réznica tych dwdch dystrybuant.

1.1 Test Cramera von Misesa

Ten test jest oparty o odlegto$é Cramera von Misesa pomiedzy dystrybuantami empiryczng F, i teo-
retyczna F
[e.e]
A(FwF) =n [ (Fala) - F@)? dF (). 1)
—0o0

Statystke testowsa dla préby z; zbudowana na powyzszej odlegtoéci mozna zapisaé jako

To= s[5 F@)] (2)

W przypadku badania zgodnoéci z rozktadem normalnym dystrybuanta F' jest zastepowana przez
®(j1,62) dla oszacowanych parametréw éredniej i wariancji. Rozktad statystyki przybliza si¢ po uprzed-
niej modyfikacji [Stephens1986|

T* =T(1.04+0.5/n). (3)

Przygladajac sie odleglosci d(F,,, F') widzimy, ze ,zauwazane” sa réznice w centrum rozkladu, tam

gdzie dF(z) jest duza. Spodziewamy sie ,czulosci” testu dla alternatyw znieksztalconych w $rodku
rozktadu.



W programie R ten test jest zaimplementowany w funkcji cvm.test{nortest}.

set.seed(1313); x <- rnorm(100)

library(nortest)
cvm.test (x)
#
# Cramer-von Mises normality test
#
#data: <
#W = 0.0607, p-value = 0.3665
#
cvm.test(x)$p.value
# 0.3664784
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Rysunek 2: Moc vs. alternatywa Legendre’a rzedu 4 (opis tej klasy alternatyw jest w rozdziale 5), n=100,
a = 0.05. Na gérnym panelu gestosé 1 dystrybuante rozkladu dla ktérego badano moc (na czerwono) poréwnano
7z gestodcia i dystrybuanta rozkladu normalnego (na czarno). Na dolnym panelu przedstawiono moc wybranych
testéw. Na czerwono zaznaczono wyniki nie gorsze niz 80% mocy najlepszego z testéw (patrz pionowa czerwona
linia). Mniej klasyczna alternatywa, ale tez przyklad w ktérym najlepiej wypadl test Cramera von Misesa. Moc
oszacowana na bazie 10 000 powtdrzen.

1.2 Test Andersona-Darlinga

Ten test jest oparty o wazona odlegto$¢ Cramera von Misesa pomiedzy dystrybuantami empirycz-
na F,, i teoretyczna F' z wagami odpowiadajacymi odwrotnosdci wariancji dystrybuanty empirycznej
[Anderson1954] (pamietamy, ze F,,(x) ma rozktad dwumianowy).




T (Fu(x) - F(2))?
d(Fp, F) =n / [F(e) (1= P "

Statystke testowe oparta o powyzsza odlegtosé dla proby prostej x; mozna przedstawié jako

S = ho B In(F(ew) +In(1 - Flana)], -
A2 = —n-6.

(). (4)

Podobnie jak w tescie Cramera von Misesa, testujac zgodnoéé z rozktadem normalnym przyjmuje
sie I’ = ®(fi,6?), a rozklad statystyki testowej przybliza sie po po uprzedniej korekcie [Stephens1986]
(w literaturze spotyka sie tez inne korekty, ponizej prezentowana jest uzywana w programie R)

A*% = A%(1.0 +0.75/n + 2.25/n?). (6)

W programie R ten test jest zaimplementowany w funkcji ad.test{nortest}.

set.seed(1313); x <- rnorm(100)

library(nortest)

ad.test(x)

#

# Anderson-Darling normality test
#

#data: =

#A = 0.4141, p-value = 0.3301

#

ad.test(x)$p.value
# [1] 0.3300575

1.3 Test Kolmogorowa-Smirnowa

Test oparty o odlegtos¢ supremum pomiedzy dystrybuantami empiryczna Fj, i teoretyczng F

d(Fn, F') = sup |Fn(z) — F(2)]. (7)

Statystka testowa oparta o powyzsza odlegtosé sprowadza sie do liczenia maksimum modutu réznicy
dystrybuant w punktach skoku dystrybuanty empirycznej

D = max | Fo (i) — F(z4)]. (8)
Rozwaza si¢ tez wazong wersja testu Kolmogorowa Smirnowa, bardziej czula na réznice w ogonach

o IR) ~ F@)
D = )@ ).

Rozklad statystyki testowej mozna wyznaczy¢ w sposob dokladny (rekurencyjnie) dla prostej hipo-
tezy zerowej, a wiec dla poréwnania z jednym okreslonym rozkladem. Asymptotycznie, ta statystyka
przemnozona przez /n ma rozktad Kolmogorowa. Test ten pomimo latwego opisu probabilistycznego
nie jest stosowany z uwagi na moc nizszg niz konkurencja.

W programie R ten test jest zaimplementowany w funkcji ks.test{stats}.

set.seed(1313)

x <= rnorm(100)

ks.test(scale(x), "pnorm")

#

# One-sample Kolmogorov-Smirnov test
#
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Rysunek 3: Moc vs. alternatywa Legendre’a rzedu 6 (opis tej klasy alternatyw jest w rozdziale 5), n=250,
a = 0.05.Na gérnym panelu gestosé i dystrybuante rozktadu dla ktérego badano moc (na czerwono) poréwnano
z gestodcia i dystrybuanta rozkladu normalnego (na czarno). Na dolnym panelu przedstawiono moc wybranych
testéw. Na czerwono zaznaczono wyniki nie gorsze niz 80% mocy najlepszego z testéw (patrz pionowa czerwona
linia). Z wykryciem tej alternatywy najlepiej poradzil sobie test Andersona-Darlinga, zapewnie przez ciezszy
prawy i 1zejszy lewy ogon. Moc oszacowana na bazie 10 000 powtorzen.

#data: scale(z)

#D = 0.0543, p-value = 0.9297
#alternative hypothesis: two-sided
#

ks.test(scale(x), "pnorm")$p.value
# [1] 0.9297479

1.4 Test Lillieforsa

Ten test to modyfikacja testu Kolmogorowa-Smirnowa zaproponowana przez Huberta Lillieforsa [Lilliefors1967],
pozwalajaca na testowanie zgodnosci z cala rodzina rozkladéw normalnych, bez znajomosci parame-
tréw Sredniej i odchylenia standardowego (test Kolmogorowa-Smirnowa pozwala na zbadanie zgodnosci
z jednym okres$lonym rozkladem).

Statystyka testowa w przypadku testu Lillieforsa wyglada tak samo jak w przypadku testu Kot-
mogorowa Smirnowa. Rdznica polega na zastosowaniu innego rozkladu dla statystyki testowej (przy-
blizenie rozkladu dokladnego), uwzgledniajacego to, ze hipoteza zerowa jest hipoteza zlozona.

W programie R ten test jest zaimplementowany w funkcji 1illie.test{nortest}ilillieTest{fBasics}.

set.seed(1313); x <- rnorm(100)
lillie.test(x)$p.value



# [1] 0.6643097
lillieTest(x)Qtest$p.value

# 0.6643097
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Rysunek 4: Moc vs. alternatywa w ktorej cze$é¢ rozkladu skupiono w punkcie, n=100, @ = 0.05.Na gérnym
panelu gestosé i dystrybuante rozkladu dla ktérego badano moc (na czerwono) poréwnano z gestoscia i dystrybu-
anta rozkladu normalnego (na czarno). Na dolnym panelu przedstawiono moc wybranych testéw. Na czerwono
zaznaczono wyniki nie gorsze niz 80% mocy najlepszego z testéw (patrz pionowa czerwona linia). Z wykryciem
tej alternatywy najlepiej poradzil sobie test Lillieforsa. Moc oszacowana na bazie 10 000 powtérzen.



2 Testy oparte o momenty z préby

Testy oparte o dystrybuante empiryczna mozna bylo stosowaé¢ do badania zgodnosci z dowolnym
rozkladem. Ponizsze testy wykorzystuja specyficzna wlasciwo$é rozkladu normalnego, tzn. zerowsg
skoénosé i kurtoze réwna 3 (liczac zgodnie z definicja my/m3) lub kurtoze réwna 0 (liczac zgodnie z

definicja my/m3 — 3).

Aby latwiej nam bylo opisaé ponizsze testy, przyjmijmy nastepujace oznaczenia na my to k-ty

centralny moment z préby, skoénosé i kurtoze.

mg %Zz(ml _'i)kﬂ
\/E = m3/mg/27
ba = mg/m3.

0.4 —

0.1 —

s: 1.06, k: 4.07

0.0 ——

Rysunek 5: Gestosci trzech przykladowych rozkladéw, normalnego, jednostajnego (bardziej splaszczony niz

normalny) i lognormalnego (skosny)

2.1 Test D’Agostino oparty o skos$nosé

Test D’Agostino (1970) za statystyke testowa wykorzystuje przeksztalcona prébkowa skosnosé. W celu
y,hormalizacji” rozkladu statystyki testowej stosuje si¢ nastepujace przeksztatcenie

Y

B2 (v/b1)
W2

)

Z (Vo)

(n+1)(n+3) 1/2
Vbl( 6(n+2) ) ’
3(n%24+27n—"70)(n+1)(n+3)
(n—2)(n+5)(n+7)(n+9) ’

—1+ (2(6 (VBr) — 1))/,
1/vInW,

(2/(W2 = 1)),

d1ln (Y/a + ((Y/a)? + 1)1/2) .

Statystyka testowa jest Z(y/b1). Przy zaloZeniu prawdziwej hipotezy zerowej ta statystyka ma
asymptotyczny rozklad normalny [Agostino1970].



W programie R ten test jest zaimplementowany w funkcji dagoTest{fBasics}.

set.seed(1313); x <- rnorm(100)
dagoTest (x)Qtest$p.value[2]
# Skewness Test

# 0.9287743
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Rysunek 6: Moc vs. rozklad Gumbela (wartodci ekstremalnej), n=60, o = 0.05. Na gérnym panelu gesto$¢ i
dystrybuante rozkladu dla ktérego badano moc (na czerwono) poréwnano z gestoscia i dystrybuanta rozkladu
normalnego (na czarno). Na dolnym panelu przedstawiono moc wybranych testéw. Na czerwono zaznaczono
wyniki nie gorsze niz 80% mocy najlepszego z testéw (patrz pionowa czerwona linia). Ciezki prawy ogon rozkladu
wartoéci ekstremalnej najlepiej wykrywa test skosnosci D’Agostino. Moc oszacowana na bazie 10 000 powtérzen.

2.2 Test D’Agostino oparty o kurtoze

Test D’Agostino za statystyke testowa wykorzystuje przeksztalcong probkowsa kurtoze.

Bazujac na wynikach [Anscombel983] w celu ,normalizacji” rozkladu oceny kurtozy stosuje sie
nastepujace przeksztalcenie



E{b2} = 3(n—-1)/(n+1),

o 24n(n—2)(n—3)
var{bo} = (n+1)2(n+3)(n+5)’
z = (ba — E{b2})/\/var{bo},
6(n°—5n+2 6(n+3)(n+5
61 (b2) = (7(7,+7) (n+9)) n((an))((nf?)g ’ (11)

= 8 2 1
4 = o V/B1(b2) (\/ﬁl(bz + @) ’
1/3
Z(b) = ((1 9A> <1+z V2/(A-1) 4) )/\/>

gdzie E{-}, var{-} to obciazenie i wariancja oceny kurtozy dla rozkladu normalnego.

Statystyka testowa jest Z(y/b2). Przy zalozeniu prawdziwej hipotezy zerowej ta statystyka ma
asymptotyczny rozklad normalny.

W programie R ten test jest zaimplementowany w funkcji dagoTest{fBasics}.

set.seed(1313); x <- rnorm(100)
dagoTest (x)Qtest$p.value[3]
#Kurtosis Test

# 0.4417257
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Rysunek 7: Moc vs. rozklad mieszaniny N(—1,1), N(1,1), n=500, o = 0.05. Na gérnym panelu gestosé i
dystrybuante rozkladu dla ktérego badano moc (na czerwono) poréwnano z gestoscia i dystrybuanta rozkladu
normalnego (na czarno). Na dolnym panelu przedstawiono moc wybranych testéw. Na czerwono zaznaczono
wyniki nie gorsze niz 80% mocy najlepszego z testéw (patrz pionowa czerwona linia). Z wykryciem splaszczenia
rozkladu najlepiej poradzil sobie test kurtozy D’Agostino. Moc oszacowana na bazie 10 000 powtérzen.
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2.3 Test typu omnibus D’Agostino-Pearsona oparty o kurtoze i skosnos¢

Laczac dwa powyzsze testy otrzymuje sie test czuly na odstepstwa od normalnosci zaréwno w postaci
niezerowej skosnodci jak i kurtozy istotnie rézniej od 3 [Agostino1973].
Statystyka testows, jest

K= (2(V0)) +(Z (02 (12

gdzie Z (v/b1) to statystyka testowa testu opartego o sko$no$¢ a Z (by) to statystyka testowa testu
opartego o kurtoze.

Asymptotyczny rozklad tej statystyki to oczywiscie rozklad x3.

W programie R ten test jest zaimplementowany w funkcji dagoTest{fBasics}.

set.seed(1313); x <- rnorm(100)
dagoTest (x)Q@test$p.value[1]
#0mnibus Test

# 0.740897T7

Rozszerzeniem testu D’Agostino-Pearsona na przypadek testowania zgodnosci z wielowymiarowym
rozkladem normalnym, dla statystyki testowej opartej o kurtoze i sko$nosé, jest test Doornika-Hansena
[Doornik1994]. Jest on zaimplementowany w funkcji normality.testl{normwhn.test}, a ta imple-
mentacja pozwala tez na testowanie kierunkowych alternatyw dla sko$nosci i kurtozy, czyli ze rozktad
jest bardziej /mniej lewoskosny /splaszczony niz rozklad normalny. W funkcji normality.test2{normwhn.test}
zaimplementowana jest modyfikacja pozwalajaca na testowanie zgodnosci z rozkladem normalnym
przy ostabionym zalozeniu dotyczacym niezaleznosci. Tzn. jest to test normalnosci dopuszczajacy
staba strukture zaleznosci pomiedzy obserwacjami, patrz [Velasco2004].

Wiecej o tescie Doornika-Hansena i innych wielowymiarowych testach normalnosci (np. tescie
Mardii, wielowymiarowym Shapiro-Francia) przeczytaé¢ mozna w [BiecekTrajkowski2011].

2.4 Test typu omnibus Jarque-Bera oparty o kurtoze i skosnos¢

Innym testem opartym o kurtoze i sko$no$é jest test Jarque-Bera [Jarquel987]. Statystyka testowa
w przypadku tego testu ma latwiejszg postaé¢ niz dla testu D’Agostino-Pearsona. Traci si¢ jednak na
niedoktadnym oszacowaniu wartosci krytycznych przy niewielkich wielkoSciach proby. Asymptotycznie
ten test jest tak samo mocny jak test D’Agostino-Pearsona, ale na asymptotyke mozna liczy¢ jedynie
w przypadku duzych prob.

Statystyka testowa ma postaé

6

Asymptotyczny rozktad statystyki testowej JB to rozktad X%- W funkcji jbTest{fBasics} zaim-
plementowane sa tez dwie inne metody liczenia p-wartosci i szacowania kwantyli rozktadu statystyki JB
oparte o mnozniki Lagrange, przy czym raportowane przez te funkcje p-wartosci sg zaokraglone do trze-
ciego miejsca po przecinku dziesietnym. P-wartosé wyznaczane przez funkcje jarqueberaTest{fBasics}
nie jest zaokraglana, jest wiec podawana z wicksza doktadnoscia, ale jedynie dla przyblizenia rozktadu
statystyki testowej rozkladem asymptotycznym. Zaokraglanie p-wartosci do tysiecznych uniemozliwia
testowanie na poziomie istotnosci rzedu o = 0.001 lub mniejszym.

JjB=" ((JE)Q + i (by — 3)2> . (13)

set.seed(1313); x <- rnorm(100)
jbTest (x)Otest$p.value

# LM p-value ALM p-value Asymptotic
# 0.894 0.810 0.900
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3 Testy oparte o statystyki pozycyjne

Kolejne dwa testy oparte sa o statystyki pozycyjne z préoby. Idee ich dzialania najtatwiej uchwycié
przygladajac sie wykresowi kwantylowemu QQ-plot.

scale(x)

norm quantiles

Rysunek 8: Wykres kwantylowy QQ-plot, na ktérym prezentowane sa statystyki pozycyjne i oczekiwane warto-
Sci statystyk pozycyjnych. Dla rozkladu normalnego spodziewamy sie, ze kwantyle empiryczne (czyli statystyki
porzadkowe) i kwantyle teoretyczne (czyli oczekiwane wartosci statystyk porzadkowych) uloza sie wzdluz proste;
y = x. Statystyki testowe ponizej przedstawionych testow beda badaly te wspdéltiniowosc.

3.1 Test Shapiro-Wilka

Jednym z bardziej popularnych testéw klasycznych jest test Shapiro-Wilka [Shapirol1965]. Statysty-
ka testowa jest oparta o iloczyn skalarny unormowanych uporzadkowanych statystyk porzadkowych
z unormowanych wartosciami oczekiwanymi statystyk porzadkowych. Innymi stowy

_ (X aimw)”
W - Z:.L:ll(fﬂi—f)Q ) (14)
(a ap) = mT V]
1y--ey Un — (mTv—lv—lm)1/27

gdzie m = (my, ...,m,)" to wektor wartosci oczekiwanych uporzadkowanych statystyk pozycyjnych
w rozkladzie normalnym, a V' to macierz kowariancji tych statystyk testowych.

Wartosci wektora m i macierzy V oraz rozkladu statystyki testowej pracowicie stablicowano
[Sarhan1956]. W kolejnych latach proponowano rézne aproksymacje tych wartosci [Davis1978, Royston1982,
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Royston1992]. Wykorzystujac te ostatnia aproksymacje wzér na statystyke testowa mozna wyznaczy¢
nastepujacym algorytmem.
W pierwszym kroku wyznaczane sa wartosci oczekiwane statystyk porzadkowych i wektor wag

- _1yi-3/8
mi = @ 1{n+1//4}’

C; = 77~"L“/ (ﬂlTﬁl) (15)

W zaleznoéci od rozmiaru proby stosuje si¢ dwa rézne przyblizenia.
Dla 4 < n < 12 uzywa si¢ przyblizenia

i, = —2.706056u> + 4.434685u* — 2.071190u> — 0.147981u? + 0.221157u + ¢,
G = ¢V, dlai=2,...,n—1, (16)
u = 1/\/57
¢ = (m'm-2my)/(1-2ap).
Dla n > 12 uzywa sie przyblizenia
a, = —2.706056u° 4 4.434685u* — 2.071190u3 — 0.147981u? + 0.221157u + ¢,
Gn_1 = —3.582633u* + 5.682633u* — 1.752461u® — 0.293762u? 4 0.042981u + ¢p_1,
a; = ¢ Y2, dlai=3,...,n—2, (17)
u = 1/y/n,
¢ = (@'m-2m; —2m;_)/(1 - 2a; - 2a,_ ).

Wyznaczywszy te wspdlczynniki, statystyke testowa wyznaczamy ze wzoru

n

n 2
W = <Zl CNLZ'SCi) /Z(l‘Z - .CE)Z. (18)

1

Statystyka W po przeksztalceniu przez funkcje g(W) ma rozklad bliski rozktadowi normalnemu o
$redniej p 1 odchyleniu standardowym o [Royston1993].
Dla 4 < n < 12 uzywa sie przyblizenia

gW) = —In(y—-In(1-W)),

v = 0.459n — 2.273,

m = —0.0006714n3 + 0.025054n> — 0.39978n + 0.5440, (19)
o = exp{—0.0020322n3 + 0.062767n% — 0.77857n + 1.3822},

u = In(n).

Dla n > 12 uzywa sie przyblizenia

gW) = In(1-W),

7 = 0.0038915u3 — 0.083751u? — 0.31082u — 1.5851, (20)
o = exp{0.0030302u? — 0.082676u — 0.4803},
u = In(n).

Statystyka Z = (¢(W) — u) /o ma w przyblizeniu rozklad A(0,1).

W programie R ten test jest zaimplementowany w funkcji shapiro.test{stats}. Ta implemen-
tacja pozwala na testowanie normalnosci wektoréw o dtugosci od 3 do 5000 obserwacji.
set.seed(1313); x <- rnorm(100)

shapiro.test(x)$p.value
# [1] 0.4879372
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Rysunek 9: Moc vs. rozklad lognormalny, n=20, = 0.01.Na gérnym panelu gestos¢ i dystrybuante rozktadu
dla ktérego badano moc (na czerwono) poréwnano z gestoscia i dystrybuanta rozktadu normalnego (na czarno).
Na dolnym panelu przedstawiono moc wybranych testéw. Na czerwono zaznaczono wyniki nie gorsze niz 80%
mocy najlepszego z testéw (patrz pionowa czerwona linia). Sko$nosé i ciezkie ogony rozkladu log normlanego
najlepiej wykrywa test Shapiro-Wilka. Moc oszacowana na bazie 10 000 powtorzen.

3.2 Test Shapiro-Francia

Test Shapiro-Francia jest uproszczona wersja testu Shapiro-Wilka, w ktérym macierz kowariancji sta-
tystyk pozycyjnych V zastapiono przez macierz identycznosciowa [Shapiro1972]. Dla duzych préb ten
test ma podobne zachowanie jak test Shapiro Wilka.

Statystyka testowa jest

/ _ (Z?:l “M(i))Q
w TS ()T (21)
(al,...,an) = (’,n;«nw

Warto zauwazy¢, ze statystyka W' to korelacja punktéw na wykresie kwantylowym QQ-plot. Do
obliczen wykorzystuje sie¢ wzory

m; = & (i—3/8)/(n+1/4)},

A =)
W= (S am)® ) i — 1)

Podobnie jak w tescie Shapiro-Wilka statystyka g(W’') = In(1 — W’) jest przyblizana rozkladem
normalnym o parametrach

14



= 1.0521u — 1.2725,
In (In(n)) — In(n),
—0.26758v + 1.030,
= In(In(n)) +2/1In(n),
dla préb z przedziatu 5 do 5000 obserwacji (w R nie mozna testowaé tym testem wiekszych prob).
Statystyka Z = (g(WT) - u) /o ma w przyblizeniu rozklad normalny N (0, 1).
W programie R ten test jest zaimplementowany w funkcji sf.test{nortest}. Ta implementacja
pozwala na testowanie normalnosci wektoréw o dtugosci od 5 do 5000 obserwacji.

(23)

SEES T
I

set.seed(1313); x <- rnorm(100)
sf.test(x)$p.value
# [1] 0.3414609
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Rysunek 10: Moc vs. rozklad Cauchy’ego, n=20, o = 0.01.Na goérnym panelu gestos$¢ i dystrybuante rozktadu
dla ktérego badano moc (na czerwono) pordéwnano z gestoscia i dystrybuanta rozktadu normalnego (na czarno).
Na dolnym panelu przedstawiono moc wybranych testéw. Na czerwono zaznaczono wyniki nie gorsze niz 80%
mocy najlepszego z testéw (patrz pionowa czerwona linia). Ciezkie ogony rozkladu Cauchego latwo wykry¢, ale
najlepiej sobie z tym zadaniem poradzit test Shapiro-Francia. Moc oszacowana na bazie 10 000 powtorzen.
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4 Testy oparte o statystyke x>

Dla rozkladéw o dyskretnym nosniku do badania zgodno$ci mozna wykorzystaé test zgodnosci x2.
W postaci ogdlnej jest on zaimplementowany w programie R w funkcji chisq.test(stats).

W przypadku testowania zgodnosci z rozkladem ciaglym, mozna tez wykorzystaé ten test, dzielac
uprzednio noénik rozktadu na k przedzialéw, domyslnie w R liczbe przedzialéw wyznacza sie z wzoru
k = 2n%/°. Nastepnie bada sie zgodnoéé z takim zdyskretyzowanym rozkladem.

0.4 — N
03 ] °
. °
>
— S | °
\Q/_ ° L ] [ ]
E 02+ r
o
[
© .
% °
01 - ° .0
° .
0.0
[ I I I |
-4 -2 0 2 4
p

Rysunek 11: Gestosé rozkladu normalnego z zaznaczonymi brzegami pieciu przedziatow zawierajacych te sama
iloé¢ masy rozkladu normalnego. Odpowiadaja one przedziatom, przy ktérych zdyskretyzowany bedzie rozktad
normalny. Czarne kropki przedstawiaja standaryzowang prébe, w tym przypadku wylosowana z rozkladu o
ciezszych ogonach niz rozktad normalny.

4.1 Test Pearsona

Test Pearsona jest oparty o statystyke X2

ktéra dla prawdziwej hipotezy zerowej ma asymptotyczny rozklad y2. Symbol E; oznacza oczekiwang
liczebno$¢ obserwacji w klasie ¢, a O; oznacza obserwowana liczebno$é¢ obserwacji w klasie ¢. Przyblize-
nie rozktadem asymptotycznym ma sens gdy liczebnosci O; nie sa bardzo mate, zaleca si¢ przynajmniej
10 obserwacji w klasie, choé¢ niektore zrédia podaja za wymodg 5 lub 20 obserwacji.

Do przyblizenia rozktadu statystyki testowej uzywa sie rozkladu Xz_l lub X%_?). W przypadku
nieznanych parametréw p i o zaden z tych rozkladéw nie jest doktadnym rozktadem statystyki testowej
ale zaleca sie wyznaczanie p-wartosci z uzyciem rozkladu X%_g-
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W programie R ten test jest zaimplementowany w funkcji pearson.test{nortest} oraz pchiTest{fBasics}.
W pierwszej z tych funkcji za wybdr rozktadu asymptotycznego odpowiada opcja adjust=TRUE (Xi_g),
domyslnie) lub adjust=FALSE (x7_;). W drugiej z tych funkcji liczone sa dwie p-wartosci, dla rozktadu
Xi_q idla x3_s.

set.seed(1313); x <- rnorm(100)
pearson.test(x)$p.value

# [1] 0.5878833

pchiTest (x)@test$p.value

# Adjusted Not adjusted

#  0.5878833 0.7515082
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Rysunek 12: Moc vs. alternatywa Legendre’a rzedu 7 (opis tej klasy alternatyw jest w rozdziale 5), n=100,
a = 0.05.Na gérnym panelu gestosé i dystrybuante rozktadu dla ktérego badano moc (na czerwono) poréwnano
z gestodeia i dystrybuanta rozkladu normalnego (na czarno). Na dolnym panelu przedstawiono moc wybranych
testéw. Na czerwono zaznaczono wyniki nie gorsze niz 80% mocy najlepszego z testéw (patrz pionowa czerwona
linia). Z wykryciem wielomodalno$ci najlepiej poradzil sobie test Pearsona. Moc oszacowana na bazie 10 000
powtérzen. Test ddst byl wywolany z domyslnym ograniczeniem na liczbe statstyk & = 5, stad tez niska
moc w wykrywaniu takich zlozonych odstepstw, gdyby pozwoli¢ temu testowi na eksploracje wiekszych k to
prawdopodobnie mialby zdecydowanie wigksza moc.
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5 Testy ,,data-driven”

Poza wymienionymi klasycznymi testami zgodnosci, w literaturze znalezé mozna tez ,nowoczesne”
testy w znacznym stopniu oparte na mozliwosciach obliczeniowych wspoélczesnych komputeréw. Ponizej
przedstawiona bedzie modyfikacja gtadkiego testu Neymana, cieckawa metodologicznie i tatwo dostepna
w programie R.

’;
1 z = 2~ ~ ,...II
N ~ 7 N\ - 7
, .
\ . /\ \, s

i (’/ ..... ~ g /
rd
I,
P &
R |
,' — stopnia0 = = stopnia1 - -+ stopnia2
+ = stopnia3 =— stopnia 4
| | | | | |
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

Rysunek 13: Pierwsze pie¢ ortogonalnych wielomianéw Legendre’a na odcinku [0,1]. Alternatywa Legendre’a
rzedu k nazywam rozklad zmiennej Y, ktéry powstal jako transformacja Y = ®~!(X) zmiennej X okreslonej
na odcinku [0,1], ktérej gestosé zapisaé mozna jako wazona sume pierwszego i k-tego wielomianu Legendre’a.
Ta klasa alternatyw pozawala na badanie ciekawych scenariuszy odstepstw od rozkladu normalanego.

5.1 Gtladki test Neymana zgodnosci z rozkladem normalnym

Ponizszy opis statystyki testowej dotyczy badania zgodnosci z rodzinami rozkladéw z parametrem
polozenia i skali, a w szczegdlnosci z rodzina rozkladéw normalnych [Janic2008]. Wiecej o gladkich
testach znalez¢ mozna w [Kallenberg1997].

Statystyka testowa jest

Wi = [ S )] 17 [ S )] (24)

gdzie ¢(x;) to k-wymiarowy wektor statystyk pomocnicznych a I to macierz kowariancji tych statystyk
dla prawdziwej hipotezy zerowej, I = Couvg,[l(z1)]T [¢(z1)]. Aby pracowaé z jednostkowa macierza
kowariancji, za statystyki wybierane sa £(z;) = (¢1(F(x;)), ..., ok (F(z;))), gdzie F() jest dystrybuanta
rozkladu z ktérym badamy zgodno$é a ¢;() to ortonormalne wycentrowane wielomiany na odcinku
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[0, 1]. Dla hipotez ztozonych i badania zgodnosci z rodzinami rozkladéw, bada sie zachowanie statystyk
0(x4;%) wyznaczonych dla rozkladu o parametrach 4.

Wybér statystyk i ich liczba wplywa na to, na jakie alternatywy ten ten bedzie ,wyczulony”.
W ponizej przedstawionej implementacji, liczba k jest wybierana z uzyciem pewnego kryterium wy-
boru modelu, a ¢ to pierwsze k funkcji z bazy funkcji ortonormalnych, np. bazy kosinuséw lub bazy
wielomianéw Legendre’a. Uzycie kryterium wyboru modelu do wyboru liczby k powoduje, ze im wigk-
sza préba, tym na wiekszg liczbe alternatyw ten test bedzie czuty.

Parametry rozkladu normalnego ocenia si¢ estymatorami

1 n
n 13317

n— 12 ( (i+1) (1))( +1 ™ H)7

Qv
Il

(25)

gdzie z(;) to uporzadkowane rosnaco statystyki porzadkowe proby, a H; = ®~1((i —3/8)(n+1/4)).

Statystyka testowa Wy (fi,5) opisana jest szczegélowo w [Janic2008]. Warto$é statystyki testowej
mozna wyznaczyé dzieki ztablicowanym macierzom [I*(ji,5)]~!. Do wyznaczania p-wartoéci stosuje
si¢ aproksymacje funkcji kwantylowej.

W programie R ten test jest zaimplementowany w funkcji ddst.norm.test{ddst}.

set.seed(1313); x <- rnorm(100)
ddst.norm.test(x, compute.p=TRUE)

# Data Driven Smooth Test for Normality
#

#data: =z, base: ddst.base.legendre, c: 100
#WT* = 0.0318, n. coord = 1, p-value = 0.872

5.2 Test oparty o statystyke E (energii)

Do studium symulacyjnego dodano test zgodnosci z wielowymiarowym rozkladem normalnym (w tym
przypadku jednowymiarowym), test oparty o statystyke E (patrz [Szekely2005]), czyli $rednia odlegtosé
pomiedzy kazda para obserwacji (to nie jest prawdziwa odleglo$¢ w matematycznym sensie, chodzi
o h(z,y) = Ellz = Z'|| + Elly = Z'|| = E||Z' = Z"|| - ||z — yl])

Z —yk Z 2y;@(y;) + ¢(vj) — vj) — ¢,

gdzie y; to standaryzowana préba z;, ® i ¢ to dystrybuanta i gestosé rozktadu normalnego NV (0,1) a
c to stata réwna ¢ = E(Z' — Z")? gdzie Z', Z" ~yq N(0,1).
W programie R ten test jest zaimplementowany w funkcji mvnorm.etest{energy}.

set.seed(1313); x <- rnorm(100)

mvnorm.etest(x, R = 999)

#

# Energy test of multivariate normality: estimated parameters
#

#data: =z, sample size 100, dimension 1, replicates 999
#E-statistic = 0.4521, p-value = 0.3373

5.3 Test oparty o statystyke SJ

W symulacjach uwzgledniono réwniez test zgodnosci z rozkladem normalnym oparty o statystyke SJ
(S od ,standard deviation” i J od ,verage absolute deviation from the median”) [Gel2007]. Jest to
test kierunkowy badajacy ciezko-ogonowosé rozktadu, stad tez dla pewnych alternatyw moc tego testu
bedzie znacznie nizsza niz poziom istotnosci.
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Rysunek 14: Moc vs. alternatywa Legendre’a rzedu 2, n=100, a = 0.05. Na gérnym panelu gestos¢ i dys-
trybuante rozktadu dla ktérego badano moc (na czerwono) pordéwnano z gestoscia i dystrybuantg rozkladu
normalnego (na czarno). Na dolnym panelu przedstawiono moc wybranych testéw. Na czerwono zaznaczono
wyniki nie gorsze niz 80% mocy najlepszego z testéw (patrz pionowa czerwona linia). Z rozpoznaniem zaburze-
nia masy w $rodku rozkladu, najlepiej poradzil sobie gtadki test Neymana. Moc oszacowana na bazie 10 000
powtorzen.

SJ = 5,
Sno= g Y (a7, (26)
Jp = “‘;;ég ;1:1 ’37i - 114[‘7

M to mediana préby x; a T to $rednia z préby. Statystyka /n(SJ — 1) ma asymptotyczny rozktad
normalny.
W programie R ten test jest zaimplementowany w funkcji sj.test{lawstat}.

set.seed(1313); x <- rnorm(100)

sj.test(x)

#

# Test of Normality — SJ Test
#

#data: <=

#Standardized SJ Statistic = 0.0353, ratio of S to J = 1.001, p-value = 0.4865
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Rysunek 15: Moc vs. rozkltad logistyczny, n=350, o = 0.05. Na gérnym panelu gestosé i dystrybuante rozktadu
dla ktérego badano moc (na czerwono) pordéwnano z gestoscia i dystrybuanta rozkladu normalnego (na czarno).
Na dolnym panelu przedstawiono moc wybranych testéw. Na czerwono zaznaczono wyniki nie gorsze niz 80%
mocy najlepszego z testéw (patrz pionowa czerwona linia). Aby rozpoznaé rozklad logistyczy z przyzwoita moca
potrzeba byto ponad 300 obserwacji. Najlepiej z tym zadaniem poradzil sobie test oparty o statystyke SJ, ktéry
czesciej wykrywal ciezsze ogony niz w rozktadzie normalnym. Moc oszacowana na bazie 10 000 powtérzen.
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Dodatek, kody w programie R

Kod w programie R rysujacy gestosci i dystrybuanty wybranych alternatyw

Rozktad Cauchego
x <- seq(-5,5,0.01)

plot(x, dnorm(x), type="1", lwd=3, las=1, ylab="",xlab="", main="gestos¢")
lines(x, dcauchy(x,0,0.8), type="1", 1lwd=3, col="red3")
plot(x, pnorm(x), type="1", lwd=3, las=1, ylab="",xlab="", main="dystrybuanta")

lines(x, pcauchy(x,0,0.8), type="1", 1lwd=3, col="red3")

Rozklad Gumbela (wartosci ekstremalnej)

plot(x, dnorm(x), type="1", lwd=3, las=1, ylab="",xlab="", main="gestos¢")
lines(x, dgumbel(x,-0.3), type="1", lwd=3, col="red3")
plot(x, pnorm(x), type="1", lwd=3, las=1, ylab="",xlab="", main="dystrybuanta")

lines(x, pgumbel(x,-0.3), type="1", 1lwd=3, col="red3")
Rozklad mieszaniny dwéch rozktadéw N(—1,1), N(1,1)

plot(x, dnorm(x), type="1", lwd=3, las=1, ylab="",xlab="", main="gestosé¢")
lines(x, (dnorm(x,-1)+dnorm(x,1))/2, type="1", lwd=3, col="red3")
plot(x, pnorm(x), type="1", lwd=3, las=1, ylab="",xlab="", main="dystrybuanta")

lines(x, (pnorm(x,1)+pnorm(x,-1))/2, type="1", 1lwd=3, col="red3")

Rozktad logistyczny

plot(x, dnorm(x), type="1", lwd=3, las=1, ylab="",xlab="", main="gestos¢")
lines(x, dlogis(x,0,0.627), type="1", 1lwd=3, col="red3")
plot(x, pnorm(x), type="1", lwd=3, las=1, ylab="",xlab="", main="dystrybuanta")

lines(x, plogis(x,0,0.627), type="1", 1lwd=3, col="red3")

Rozktad lognormalny

plot(x, dnorm(x), type="1", lwd=3, las=1, ylab="",xlab="", main="gestos¢")
lines(x, dlnorm(x+2.2,0.83,0.5), type="1", 1lwd=3, col="red3")
plot(x, pnorm(x), type="1", 1lwd=3, las=1, ylab="",xlab="", main="dystrybuanta")

lines(x, plnorm(x+2.2,0.83,0.5), type="1", 1lwd=3, col="red3")
Rozklad alternatywa Legendre’a rzedu 2

tx <- seq(0.0001,1-0.0001,0.0001)
ty <- (ddst:::ddst.polynomial.fun[[3]] (tx)+2)/2

plot(x, dnorm(x), type="1", lwd=3, las=1, ylab="",xlab="", main="gestos¢")
lines(gnorm(tx) [-1], ty[-1]1/diff (gqnorm(tx))/10000, type="1", lwd=3, col="red3")
plot(x, pnorm(x), type="1", lwd=3, las=1, ylab="",xlab="", main="dystrybuanta")

lines(gnorm(tx), cumsum(ty)/10000, type="1", 1lwd=3, col="red3")
Rozktad alternatywa Legendre’a rzedu 7

tx <- seq(0.0001,1-0.0001,0.0001)
ty <- (ddst:::ddst.polynomial.fun[[7]] (tx)+2)/2

plot(x, dnorm(x), type="1", lwd=3, las=1, ylab="",xlab="", main="gestos¢",ylim=c(0,0.53))
lines(gnorm(tx) [-1], ty[-1]/diff (gnorm(tx))/10000, type="1", lwd=3, col="red3")
plot(x, pnorm(x), type="1", lwd=3, las=1, ylab="",xlab="", main="dystrybuanta")

lines(gqnorm(tx), cumsum(ty)/10000, type="1", 1lwd=3, col="red3")
Rozklad alternatywa Legendre’a rzedu 6

tx <- seq(0.0001,1-0.0001,0.0001)
ty <- (ddst:::ddst.polynomial.fun[[6]] (tx)+4)/4

plot(x, dnorm(x), type="1", lwd=3, las=1, ylab="",xlab="", main="gestosé¢",ylim=c(0,0.5))
lines(gnorm(tx) [-1], ty[-1]/diff (gqnorm(tx))/10000, type="1", lwd=3, col="red3")
plot(x, pnorm(x), type="1", lwd=3, las=1, ylab="",xlab="", main="dystrybuanta")

lines(gnorm(tx), cumsum(ty)/10000, type="1", 1lwd=3, col="red3")
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Rozklad alternatywa Legendre’a rzedu 4

tx <- seq(0.0001,1-0.0001,0.0001)
ty <- (ddst:::ddst.polynomial.fun[[4]] (tx)+3 )/3

plot(x, dnorm(x), type="1", lwd=3, las=1, ylab="",xlab="", main="gestosc¢")
lines(gnorm(tx) [-1], ty[-1]1/diff (gqnorm(tx))/10000, type="1", lwd=3, col="red3")
plot(x, pnorm(x), type="1", lwd=3, las=1, ylab="",xlab="", main="dystrybuanta")

lines(gnorm(tx), cumsum(ty)/10000, type="1", 1lwd=3, col="red3")

Rozklad alternatywa w ktorej czeé¢ rozkladu normalnego skupiono w punkcie

dd <- dnorm(x)

dd[x < 0 & x > -0.32] =0

dd[abs(x) < 0.001] = 100

plot(x, dnorm(x), type="1", lwd=3, las=1, ylab="",xlab="", main="gestos¢", ylim=c(0,0.5))
lines(x, dd, type="1", 1lwd=3, col="red3")

pp <- pnorm(x)

pplx < 0 & x > -0.32] = pnorm(-0.32)

plot(x, pnorm(x), type="1", lwd=3, las=1, ylab="",xlab="", main="dystrybuanta")

lines(x, pp, type="1", lwd=3, col="red3")

Kod w programie R rysujacy wykresy mocy

library(fBasics)
library(lawstat)
library(nortest)
library(energy)
library(ddst)
#
# funkcja liczy p-wartosci dla rozwazanych testow
# za wyjgtkiem testu E, dla ktdorego liczona jest wartosc statystyki testoweyj
zbiorTestow <- function(x) {
c(ad=ad.test (x)$p.value,
cvm = cvm.test(x)$p.value,
lillie=lillie.test(x)$p.value,
ks=ks.test(scale(x),"pnorm")$p.value,
dagoTest (x)@test$p.value,
jbTest (x)@test$p.value,
shapiro=shapiro.test(x)$p.value,
francia=sf.test(x)$p.value,
pearson=pearson.test(x)$p.value,
ddst=ddst.norm.test(x, compute.p=TRUE)$p.value,
normal.e(x),
sj.test(x)$p.value)
¥
#
# scenariusze alternatyw
getData <- function(k = 1) {
switch(k,
’1’= runif (50),
’2’= rcauchy(20),
’3’= rlnorm(20),
’4’= rgumbel (60),
’5’= ifelse(runif (500)<0.5,rnorm(500) ,rnorm(500,2)),
’6’= ifelse(runif(300)<0.5,rnorm(300) ,rnorm(300,0,2)),
’7’= rnorm(25),
’8? = rchisq(45,3),
’9’ = rweibull(20,0.8),
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’10° = rweibull(40,1.5),
’11’ = rexp(25,0.7),
’12° = ifelse(runif (1000)<0.08,rnorm(1000) ,rnorm(1000,0,10)),
’13’ = round(rnorm(500)*5,0),
’14° = runif (500)+runif (500),
’15° = runif (1000)+runif (1000)+runif (1000),
’16° = rlogis(350),
’17° = rt(100,3),
18’ = gnorm(sample(tx,80,replace=T,prob=wx)),
’19° = gnorm(sample(tx,100,replace=T,prob=wx2)),
’20° = gnorm(sample(tx,100,replace=T,prob=wx3)),
’21’ = gnorm(sample(tx,250,replace=T,prob=wx4)),
?22’ = gnorm(sample(tx,1000,replace=T,prob=wx5)),
23’ = gnorm(sample(tx,100,replace=T,prob=wx6)))

}

#

# gestosci pomocnicze

tx <- seq(0.0001,1-0.0001,0.0001)

wx <- ddst:::ddst.polynomial.fun[[5]] (tx)+2

wx2 <- ddst:::ddst.polynomial.fun[[3]] (tx)+2

wx3 <- ddst:::ddst.polynomial.fun[[7]] (tx)+2

wx4d <- ddst:::ddst.polynomial.fun[[6]] (tx)+4

wxb <- ddst:::ddst.polynomial.fun[[2]] (tx)+2

wx6 <- ddst:::ddst.polynomial.fun[[4]] (tx)+3

#

# poziomy tstotnosct dla kolejnych testow

alfy <- ¢(0.05,0.01,0.01,0.05,0.05,0.05,0.01,0.01,0.01,0.05,
0.03,0.05,0.01,0.05,0.05,0.05,0.05,0.05,0.05,0.05,
0.05,0.05,0.05,0.05,0.05,0.05,0.05,0.05,0.05,0.05)

#

# wyznacz moce dla wszystkich alternatyw

N <- 10000

for (alte in 1:23) {
# policz p-wartosct
res <- replicate(N, zbiorTestow(getData(alte)) )
# dla testu E wyznacz empirycznie p-wartosct
n <- length(getData(alte))
resO <- replicate(N, normal.e(rnorm(n)) )
res["energy",] <- sapply(res["energy",], function(r) (sum(r < res0) + 1)/(N+1))
# rysuj wykres do pliku pdf
pdf (pasteO("moc",alte,".pdf"),9,4)
par (mar=c(3,10,2,2))
moce <- rowMeans(res < alfy[alte])
th <- max(moce,na.rm=T)*0.8
bb <- barplot(moce[-(8:9)], horiz=T,las=1, xlim=c(0,1), main="",
col=ifelse(moce[-(8:9)] > th, "red3", "grey"),
border=ifelse(moce[-(8:9)] > th, "red3", "grey"))
abline(v = seq(0,1,0.1), 1ty = 3, col = "#77777777")
abline(v = th, 1ty = 2, lwd = 1, col = "red4")
rect(moce[-(8:9)]+0.005, bb - 0.35, moce[-(8:9)]+0.08, bb + 0.4,
col="white", border="white")
text (moce[-(8:9)]+0.01, bb - 0.25, substr(as.character (round(moce[-(8:9)],3)),2,10),
adj=c(0,0), cex=0.8)
axis(3,th,round(th,3))
dev.off ()
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