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Streszczenie

W pracy przedstawiona zostata teoria funkcji sklejanych, w tym m.in. wielomianowe funkcje
sklejane, B-splajny i kubiczne wygtadzone funkcje sklejane, ktore maja szerokie zastosowanie
w regresji lokalnie wygtadzanej. Przedstawione sg réwniez modele liniowe, uogélnione modele
liniowe (GLM), uogélnione modele addytywne (GAM) oraz ich szersza klasa, czyli uog6lnione
modele addytywne z parametrem polozenia, skali i ksztaltu (GAMLSS). Opis matematycz-
ny modeli GAM i GAMLSS, oraz funkcji sklejanych zostal uzupelniony o charakterystyke
odpowiadajacych im funkcji sSrodowiska R, a takze ich zastosowanie do zbioru danych pedia-
trycznych. Celem wykonywanych analiz byto opracowanie polskich norm ci$nienia tetniczego
dla dzieci i mltodziezy osobno dla obu plci w zaleznosci od wieku i wysokosci ciata. Dane
wykorzystane w przykladach i analizach pochodza ze wspdlpracy z Instytutem ,,Pomnik —
Centrum Zdrowia Dziecka”.

Stowa kluczowe

regresja funkcji sklejanych, kubiczna funkcja sklejana, B-splajn, sko$nosé, kurtoza, model
liniowy, GLM, GAM, GAMLSS, kryterium AIC, kryterium BIC, worm plot, statystyka Q,
centyl, rozktad BCCG

Dziedzina pracy (kody wg programu Socrates-Erasmus)

11.2 Statystyka

Klasyfikacja tematyczna

62H12 Estimation

G2J05 Linear regression

G2J99

G2J20 Diagnostics

G2J12 Generalized linear models

G2G99

62P10 Applications to biology and medical sciences

Tytul pracy w jezyku angielskim

Generalized additive models for location, scale and shape (GAMLSS)






Spis tresci

1. Funkcje sklejane . . . . . . . . . .. 9
1.1. Funkcje kawatkami wielomianowe i funkcje sklejane . . . . . . . . .. .. ... 10
1.2. Naturalne funkcje sklejane . . . . . . . . . . . ... ... 12
1.3. Wygtadzone funkcje sklejane . . . . . . .. ..o 13
1.4. Stopnie swobody i macierze wygtadzen . . . . . . . ... ... ... 14
1.5. Wybér parametru wygltadzenia . . . . . . . .. ..o oo 16
1.6. Jak zapisaé¢ funkcje sklejane za pomoca B-splajnéw? . . . . . . ... ... .. 16

1.6.1. B-splajny . . . . . . . 17

1.6.2. Jak zapisa¢ wygladzone funkcje sklejane za pomoca B-splajnéw? . . . 18

2. Funkcje sklejane w pakiecie R i ich zastosowanie . .. ... ... ... ... 21
2.1. Wielomianowe funkcje sklejane — bs(splines) i ns(splines) . . . . . .. .. 21
2.1.1. Przyklady zastosowania funkcjibsins. . . . .. ... ... ... ... 22

2.2. Wygtadzone funkcje sklejane - smooth.spline(stats) . . . . . . . . ... .. 27
2.2.1. Przyklad zastosowania funkcji smooth.spline . ... ... . ... .. 28

3. Regresja liniowa, modele GLM i GAM . ... ... ... .. ......... 31
3.1. Wprowadzenie . . . . . . . . . 31
3.2. Modele Liniowe . . . . . . . . ..o 31
3.3. Uogdlnione modele liniowe (GLM) . . . . . ... ... ... ... ..... 33
3.4. Uogdélnione modele addytywne (GAM) . . . . . ... ... ... ... . .... 33
3.5. Wyznaczanie modelu addytywnego (GAM) . . . . .. ... ... ... .... 35
3.6. Uogolnione modele addytywne wR . . . . . .. .. ... ... L. 37
3.6.1. Funkcjegam . . . . . . ... L 37

3.6.2. Przyktad wykorzystania funkcjigam . . . . ... ... ... 38

4. GAMLSS . . . 41
4.1. Cotojest GAMLSS? . . . . . . . . 41
4.2. Posta¢ GAMLSS . . . . . .. 42
4.3. Estymacjamodelu . . . ... ... ... 44
4.4. Liniowy predyktor w GAMLSS . . . . . . . ... ... oL 45
4.5. Pakiet gamlss . . . . . . . . .. 45
4.5.1. Rozne funkcje w pakiecie gamlss . . . . . . . . .. ... 45

4.5.2. Funkcja gamlss() . . . . . .. . . 46

4.5.3. Dostepne rozktady . . . . .. ..o 46

4.5.4. Addytywne sktadniki. . . . .. ... o 49

4.5.5. Kilka stéw o budowie modelu . . . . . . ... ... 51

4.6. Podsumowanie GAMLSS . . . . . . . ... 51



5. Analiza danych medycznych z wykorzystaniem gamlss . . . . . .. .. ... 53

5.1. Krzywe centylowe wzrostu dla chtopcéw . . . . . . . .. .00 53
5.2. Model ci$nienia skurczowego dla chtopcéw bez nadwagi . . . . . .. ... .. 63
5.3. Podsumowanie . . . . . . .. L 73
A. Opis danych danemed . . . . . . . .. ... .. 77
B. Wybrane definicje . . . . . .. .. oo 79
B.1. Kryteria informacyjne — AICiBIC . . . . ... ... ... ... ... ..... 79
B.2. Sko$nosé . . ... 80
B.3. Kurtoza . . . . . . . . e 80
B.4. Wybrane rozktady . . . . . . ... ... 81
B.4.1. Rozklad normalny (NO) . . . . ... ... ... ... ... ... . 81

B.4.2. Rozklad log-normalny (LOGNO, LNO) . ... ... ... ....... 82

B.4.3. Rozklad Box’a-Cox’a-Cole’a-Green’a (BCCG) . . . . .. ... ... .. 82
Bibliografia . . . . . . . .. 83



Wprowadzenie

W niemal wszystkich dziedzinach badan empirycznych mamy do czynienia ze zlozonoscia
zjawisk i proceséw. W zwigzku z tym z wykorzystaniem metod analizy danych sa wykony-
wane iloSciowe oceny relacji wystepujacych pomiedzy réznymi aspektami badanych zjawisk
i proceséw. Bardzo popularna i chetnie stosowana metoda statystyczna jest analiza regresji,
ktoérej ogdlna postaé¢ mozna zapisaé jako:

Y|X ~ F(0) (1)
E(Y|X) = f(X,5).

W modelu tym Y oznacza zmienna zalezna zwana takze zmienng objasniang lub zmienna
odpowiedzi, natomiast X to wektor zmiennych niezaleznych zwanych zmiennymi objaéniaja-
cymi lub predyktorami. W analizie regresji istotnym zagadnieniem jest opisanie oczekiwanej
wartosci zmiennej Y za pomoca zmiennych objasniajacych X, a wiec wyznaczenie wektora
parametréw modelu 3, przy zalozonej postaci modelu opisanej funkcja f(.). Obserwacji nie
podlegaja wartosci oczekiwane, ale wartosci zmiennej losowej o rozkladzie z rodziny F in-
deksowanej parametrem 6. W zalezno$ci od analizowanego zagadnienia np. rodzaju i liczby
zmiennej objadnianej, oraz zmiennych objasniajacych stosuje sie rézne metody analizy regre-
sji.

Niewatpliwie najprostsza i najbardziej popularna metoda analizy regresji jest regresja
liniowa, ktérej ogdlny model przyjmuje postac:

Y =Xp+e¢, (2)

gdzie ¢ to zaktécenie losowe o rozktadzie N'(0,02). W regresji liniowej pomiedzy zmiennymi
objasniajacymi, a zmienna objasniang istnieje mniej lub bardziej wyrazista zaleznosé liniowa,
tzn. funkcja f(.) ze wzoru (1) jest funkcja liniowa.

Jezeli w analizowanych danych spodziewamy si¢ wystapienia nieliniowych zaleznosci mie-
dzy zmiennymi niezaleznymi i zmienna zalezng, mozna postapi¢ na kilka sposobow: mozna
mianowicie probowaé¢ dokonaé transformacji zmiennych, tak aby w pewnym stopniu ,,ulinio-
wi¢” model, lub tez rozwazy¢ zastosowanie regresji nieliniowej. Cecha wspdlna tego rodzaju
regresji jest to, ze nalezy znaé a priori (lub zalozy¢ na wstepie analizy) jaka$ matematyczna
zalezno$¢ wiazaca zmienne objasniajace ze zmienng objasniana (rozklad zmiennej odpowiedzi
Y i funkcje f(.)). W zwiazku z tym te metody znane sa pod nazwa regresji parametrycznej.
W wielu przypadkach jednak okreslenie konkretnej postaci funkeji f(.) nie jest latwe, a cza-
sami wrecz niewykonalne. Zdarza sie to na przyklad, gdy analizowane dane wiaze bardzo zto-
zona zaleznoé¢é. W takich sytuacjach rozwaza sie czesto uzycie metod wygladzania funkcjami
sklejanymi, ktérych gléwna idea jest okreslenie klasy funkcji f(.) (np. zalozenie, ze f € Cy),
oraz wyznaczenie takiej liniowej kombinacji réznych funkcji danej klasy, ktéra opisze relacje
pomiedzy X i Y. Omodwienie idei funkcji sklejanych i przedstawienie ich zastosowania bedzie
pierwszym punktem niniejszej pracy.



Rozwazajac uzytecznos¢ standardowej metody regresji liniowej (2) mozna zauwazy¢, ze kla-
syczne zatozenia o normalnosci bledu, czy liniowej relacji miedzy zmienng objasniang i zmien-
nymi objasniajacymi czesto okazuja sie niedostateczne. Wowczas alternatywa moga by¢ uogél-
nione modele liniowe (GLM) lub uogélnione modele addytywne (GAM), ktére zostaly zapro-
jektowane w celu pokonania niektérych problemoéw, jakie napotyka sie w prostej regresji
liniowej. W pewnych przypadkach, szczegélnie dla wigkszych zbioréw danych, okazuja sie one
takze by¢ niewystarczajace [17].

Gléwnym celem tej pracy jest przedstawienie metody uogdlnionych modeli addytywnych
z parametrem polozenia, skali i ksztaltu, nazywanej w skrocie GAMLSS. Metoda GAMLSS
radzi sobie z wigkszoscia ograniczen modeli GLM i GAM, jednoczesnie laczy rézne typy mo-
deli regresyjnych, oraz dodatkowo umozliwia modelowanie wszystkich parametréw rozktadu
tj. $redniej (polozenia), wariancji (rozproszenia), a takze parametréw ksztaltu — skosnosci
i kurtozy.

Kolejnym punktem niniejszej pracy jest zaprezentowanie zastosowania funkcji gamlss ()
dostepnej w pakiecie gamlss $rodowiska R, ktéra odpowiada za wyznaczenie modelu GAMLSS.
Pewne mozliwosci tej metody zostaly wykorzystane do opracowania norm ciénienia tetnicze-
go dla dzieci i mtodziezy w Polsce, ktore beda mogty stuzy¢ rozpoznawaniu podwyzszonego
ci$nienia tetniczego.

Opracowane w tej pracy zagadnienie norm cisnienia dla dzieci i mtodziezy polskiej po-
siada interesujace podloze medyczne. Problem podwyzszonego ciSnienia tetniczego w wieku
dziecigcym i mlodzienczym jest zwiazany z wigkszym ryzykiem rozwoju nadci$nienia tetni-
czego i choroby sercowo-naczyniowej w wieku dorostym. Nadcisnienie tetnicze wystepujace
w wieku rozwojowym prowadzi do uszkodzen narzadowych stwierdzanych juz w momencie
rozpoznania choroby. Ze wzgledu na te uwarunkowania, pomiar ci$nienia tetniczego i po-
réwnanie wyniku z biologicznym ukladem odniesienia (zakresy referencyjne, normy) sa nie-
zmiernie istotne. W Polsce nie jest dostepny zakres referencyjny ciSnienia tetniczego wieku
rozwojowego, ktory bylby opracowany na podstawie danych pochodzacych z préby repre-
zentatywnej dla calej krajowej populacji. Wyniki pomiaréw cisnienia polskich dzieci sg in-
terpretowane na podstawie zakreséw referencyjnych cidnienia tetniczego dzieci i mlodziezy
ze Stanéw Zjednoczonych, ktére zostaly opracowane dla populacji istotnie réznigcej sie od
populacji krajowej, zwlaszcza ze wzgledu na rozpowszechnienie nadwagi i otytosci, oraz réz-
nice rasowe. Ostatni amerykanski raport zostal opublikowany w 2004 roku i podaje wartosci
ci$nienia tetniczego w zaleznodci od ptlci, wieku i wzrostu. Raport ten budzi jednak istotne
zastrzezenia m.in. ze wzgledu na fakt, ze Srednie ci$nienie tetnicze dzieci Afroamerykanéw
jest wyzsze niz dzieci rasy bialej. Czestosé uzyskiwania wysokiego wyniku pomiaru ci$nienia
tetniczego rézni sie miedzy rasami, jakkolwiek w duzym stopniu jest to zalezne od réznic et-
nicznych w wystepowaniu nadwagi i otylosci. Dlatego interpretujac wynik pomiaru cisnienia
tetniczego dziecka pochodzacego z innej populacji, nalezy uwzgledniaé¢ odrebnosci wynikajace
ze zréznicowania etnicznego, [12]. Powyzsze rozwazania stanowia motywacje do opracowania
aktualnych polskich norm cisnienia tetniczego dla dzieci i mtodziezy.

Na potrzebe projektu OLAF! z 2010 roku zostata zebrana reprezentacyjna préba z udzia-
tem ponad 17500 dzieci i mtodziezy. We wspdipracy z doktorem Zbigniewem Kutaga — Kierow-
nikiem Zakltadu Zdrowia Publicznego IPCZD i Koordynatorem projektu OLAF — korzystajac
z danych pochodzacych z projektu oraz wykorzystujac nowa metode GAMLSS, dokonatam
przeliczenia bezwzglednych wartosci cisnienia tetniczego na centylows reprezentacje. Analizy
zostaly wykonane w oparciu o dane dla dzieci z prawidlowa masg ciala, czyli z wyklucze-

!Opracowanie norm cignienia tetniczego dzieci i mtodziezy w Polsce OLAF(PLO0080)



niem oséb z nadwagg i otyloécig?. Wyniki z przeprowadzonych analiz w caloéci znajda sie
w publikacji autorstwa m.in. doktora Zbigniewa Kutagi, Oscillometric blood pressure percen-
tiles for Polish normal-weight school-aged children and adolescents [13], ktérej jestem takze
wspétautorem. W niniejszej pracy zostala przedstawiona niewielka czeé¢ wykonanych analiz,
ktora obejmuje wyznaczenie norm cisnienia skurczowego dla dzieci i mtodziezy ptci meskiej
w wieku 7-18 z uwzglednieniem wieku i wzrostu.

Praca zostala podzielona na pigé rozdziatléw, jednak koncepcyjnie sktada si¢ z dwoch cze-
Sci: pierwszej — zawierajacej teorie i zastosowanie poparte przykladami funkcji sklejanych,
oraz drugiej — opisu modelu GAMLSS, pakietu gamlss z funkcja o tej samej nazwie, kto-
ra wyznacza model GAMLSS w $rodowisku R, jak réowniez zastosowanie metody GAMLSS
do wyznaczenia m.in. norm ci$nienia skurczowego.

W rozdziale pierwszym przedstawiony zostal jeden z gléwnych nurtéw nieparametryczne;?
estymacji funkcji regresji — metody przyblizania funkcjami sklejanymi. Omoéwione zostaly
m.in. wielomianowe funkcje sklejane, naturalne funkcje sklejane, wygtadzone funkcje sklejane
oraz bazowe funkcje B-sklejane, tzw. B-splajny.

Drugi rozdzial zawiera opis i przyklady wykorzystania funkcji bs, ns oraz smooth.splines,
ktore w Srodowisku R wspomagaja lub odpowiadaja za generowanie modeli zawierajacych
funkcje sklejane i wygladzone funkcje sklejane.

W trzecim rozdziale przedstawione sg nastepujace klasy modeli statystycznych: modele
liniowe, uogo6lnione modele liniowe i uogélnione modele addytywne, ktére stanowia niejako
wprowadzenie do modelu GAMLSS. Dodatkowo rozdziat ten zawiera charakterystyke funk-
cji programu R, ktére stuzg do budowy modelu GAM, oraz ktére stanowity wzér podczas
konstrukeji funkeji gamlss(). Opis ten zostal uzupelniony o przyktad zastosowania funkcji
gam().

Rozdzial czwarty zawiera szczegdtowy opis postaci modelu GAMLSS. Oprécz teorii do-
tyczacej modelu, w tym rozdziale scharakteryzowany zostal takze pakiet gamlss, ktory jest
dostepny w srodowisku R. Charakterystyka pakietu uwzglednia m.in. opis wybranych funkcji
pakietu (w tym gléwnej funkeji gamlss()) i pewnych sktadnikéw wykorzystywanych podczas
estymacji, oraz przedstawienie listy rozktadéw udostepnionych w pakiecie gamlss.

W piatym rozdziale zaprezentowane zostaly przyktady zastosowania funkcji pakietu gamlss
do wyznaczenia centyli wzrostu oraz polskich norm ciénienia skurczowego dla dzieci i mto-
dziezy plci meskiej. Wszystkie przyklady zawarte w pracy oparte zostaly o opisana w do-
datku A baze¢ danych pediatrycznych danemed, ktéra pochodzi ze wspélpracy z Instytutem
,Pomnik — Centrum Zdrowia Dziecka”.

2Motywacja oraz sposéb wykluczania oséb z nadwaga zostaty szczegétowo opisane w [13].

3 Metoda nieparametryczna regresji stanowi alternatywng koncepcje dla regresji parametrycznej. Metody
regresji nieparametrycznej nie zaktadaja, ze estymowana funkcja f(.) jest znana z doktadnoscia do skoncze-
nie wielu estymowanych parametréw. Ogdlnie, nieparametrycznosé¢ polega na tym, ze mechanizm badanego
zjawiska traktuje si¢ jako nieznany i w zwiazku z tym nie zaklada sie czesto zadnej postaci modelu f(.).
Analiza oparta jest wylacznie na danych i szukane sa jedynie zwiazki pomiedzy wielkosciami wej$ciowymi, a
wyjsciowymi. (Haraniczyk G., Zastosowanie technik data mining w badaniach naukowych, 2010.)






Rozdzial 1

Funkcje sklejane

Rozdzial ten w znacznej czesci opiera sie na teorii zawartej w piatym rozdziale ksiazki [7].
Zostana w nim omoéwione popularne metody, ktéore w modelowaniu statystycznym pozwa-
laja wychodzi¢ poza modele liniowe. W wielu zagadnieniach statystycznych modele liniowe
nie wystarczaja by dobrze opisaé¢ zaleznodci wystepujace miedzy zmiennymi objasniajacy-
mi, a zmienng objasniang. W wiekszosci przypadkéw dla odpowiednich danych wejsciowych
zmienne wymagaja wykonania pewnych transformacji, a nastepnie uzycia modeli liniowych
w nowej przestrzeni zmiennych.

Przez X zostanie oznaczona macierz eksperymentu rozmiaru N x P, ktéra zawiera P-
zmiennych objasdniajacych oraz N obserwacji (w przypadku jednej zmiennej objasniajacej jest
to wektor dtugosci N). Niech h,,(X) : RP — R bedzie m-ta transformacja X, m = 1,..., M.
Wéwcezas mozna zapisaé:

M
FX) =" Buhm(X) (1.1)
m=1

w postaci rozszerzonego modelu liniowego transformowanych X. Otrzymana w wyniku M-
przeksztalcen macierz h(X) nazywana bedzie macierzq regresji. Gléwna idea tego podejscia
jest ustalenie a priori funkcji h,,, oraz zbudowanie nowego modelu, ktéry bedzie liniowy w no-
wych zmiennych.

Przyktady funkcji hy,:

o hy(X)=X,,, m=1,.., P—opisuja oryginalny model liniowy i stanowia aproksymacje
f(X) rozwinieciem Taylora pierwszego rzedu.

o hy(X) = ij lub h,,(X) = X; X}, zwiekszaja w modelu wklad poszczegélnych sktad-
nikéw wielomianowych, co prowadzi do zwigkszenia rzedu rozwiniecia Taylora. Liczba
zmiennych ro$nie wyktadniczo w stosunku do stopnia wielomianu. Pelny model kwa-
dratowy z P-zmiennymi objasniajacymi wymaga O(P?) kwadratowych i mieszanych
sktadnikéw, lub bardziej ogélnie O(P?) sktadnikéw dla wielomianu stopnia d.

o hy(X) =log(X;), /X oraz inne nieliniowe transformacje pojedynczych zmiennych.

e hpn(X) = I(Ly, < Xi < Up) — indykator! dla pewnego zakresu zmiennej Xj. Po-
dzielenie zakresu zmiennej X na M} roztacznych przedzialéw umozliwia modelowanie

Indykatorem x € X nazywa sie funkcje rzeczywista f : X5 — R okreslona nastepujagcym wzorem:

)1 gdyxzeX;
f(“”)'{ 0 gdyz¢ X/



rozkladu zmiennej X} za pomocy funkcji kawatkami stalymi.

Czasami uzywane sa popularne funkcje h,,, takie jak logarytmy lub funkcje potegowe. Czesciej
jednak w celu osiagniecia bardziej elastycznej reprezentacji f(X) sa wykorzystywane funkcje
wielomianowe.

W pierwszych trzech podrozdziatach zostaly przedstawione rodziny funkcji kawatkami
wielomianowych i funkcji sklejanych (tj. wielomianowe funkcje sklejane, naturalne funkcje
sklejane oraz wygtadzone kubiczne funkcje sklejane). Nastepne podrozdzialy zawieraja opis
matematycznych struktur przydatnych do wyznaczania estymatora utworzonego za pomoca
kubicznych wygtadzonych funkeji sklejanych.

1.1. Funkcje kawalkami wielomianowe i funkcje sklejane

Aby w zrozumialy sposéb omoéwi¢ metody konstruowania kawalkami wielomianowych funkcji
sklejanych na wstepie przyjmuje zalozenie, ze X to wektor dtugosci IV objasniajacej zmiennej
ilosciowej, ktéra przyjmuje dowolne wartosci rzeczywiste, np. wartosci z okreslonego prze-
dziatu. Dodatkowo wartosci w wektorze X sg posortowane niemalejaco. Funkcje kawatkami
wielomianowa f(X) uzyskuje sie przez podzielenie dziedziny X na roztaczne przedzialy, wy-
znaczone przez ciag wezldw, czyli punktéw wektora & = (&1,...,¢k), K < N. W kazdym
wyznaczonym przez kolejne wezty przedziale funkcja f bedzie reprezentowana przez réz-
ne funkcje wielomianowe. Celem powyzszych zabiegoéw jest opisanie zmiennej objasnianej Y
przy pomocy funkcji f kawatkami wielomianowej.

Najprostszym przykladem funkcji wielomianowych sa funkcje kawatkami state, ktore zo-
staly przedstawione na lewym rysunku 1.1. Ustalam dwa wezly &1, &2, ktére nie sa weztami
brzegowymsi tzn. nie sa najmniejsza badZ najwigksza wartodcia zawarta w X. Wowczas trzy
bazowe funkcje, z ktorych zostanie utworzona funkcja kawatkami sklejana, to:

MX) = I(X <€), ha(X) =16 <X <&), h(X)=I&<X),  (12)

gdzie I(.) jest indykatorem odpowiedniego przedziatu. Po weryfikacji warunkéw h; (i = 1,2, 3)
dla kazdego z punktéw X, przy pomocy metody najmniejszych kwadratéow zostaje wyznaczo-
ny estymator f(X) = 32 _1 Bnhm(X), gdzie B, = Y, jest érednia Y w m-tym przedziale.

M=1 M=2 M=4

20
20

0.0 05
s |o° %o

i

0.0

-0.5
%

ksi1 ksi2 o ksi1 ksi2

ksi1 ksi2
00 02 | 04 06 08 10 00 02 04 05 08 10 0o 0z | 04 05 0B 10

Rysunek 1.1: Kolejne wykresy od lewej przedstawiaja nastepujace dopasowania funkcjami:
kawatkami stalymi, ciagtymi funkcjami liniowymi oraz kubicznymi funkcjami 3-ego stopnia.
Zrédto: opracowanie wlasne.

Aby zapewnic¢ ciaglo$é estymowanej funkcji, estymacja wspdlczynnikéw wielomianu w da-
nym przedziale nie moze odbywaé sie niezaleznie od estymacji wspotczynnikéw wielomianéw
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w przedzialach sasiednich. Srodkowy wykres 1.1 przedstawia dopasowanie wielomianami li-
nowymi, ktore tworza ciaglta funkcje przedziatami liniowa. Do funkcji wyrazonych wzorami
(1.2) zostaly dodane trzy dodatkowe funkcje bazowe: hyt+3 = hpp (X)X, m = 1,...,3. Cia-
glo$é w wezlach €1 i & wymaga spetnienia dwéch warunkéw: f(£7) = f(&7) 1 f(&) = (&),
ktére implikuja odpowiednio 81 + £184 = P2 + €105 oraz (o + 205 = (3 + £205. Majac te
dwa warunki mozna oczekiwa¢ odzyskania dwéch parametréow, cztery parametry pozostana
wolne.

W celu uzyskania cigglej liniowej funkcji sklejanej mozna takze skorzystaé z nastepujacej
reprezentacji funkcji bazowych:

hl(X) =1, hZ(X) =X, h3(X) = (X - 51)-‘1-7 h4(X) = (X - 52)-‘1-7 (13)

gdzie:
X =& jezeli X > ¢&;
X — &), — J Yi
W sytuacji gdy zalezy nam na bardziej wygtadzonym estymatorze, wowczas jego wyzna-
czenie wymaga zwiekszenia stopnia lokalnych wielomianéw. Prawy wykres rys. 1.1 przedsta-
wia kawalkami wielomianows, ciggta funkcje, ktéra w wezlach ma ciggly pierwsza i druga
pochodna. Taka funkcja znana jest pod nazwsa kubicznej funkcji sklejanej.
Kubiczne funkcje sklejane z weztami w punktach & i & moga by¢ reprezentowane przez
nastepujaca baze:
h’l(X):la hQ(X>:Xa h3(X):X27 (14)

ha(X) = X?, hs(X) = (X —&)3, he(X)=(X-&)%.

Jest to szedé¢ funkceji bazowych odpowiadajacych 6-wymiarowej przestrzeni funkcji liniowych.
W latwy sposéb mozna obliczyé liczbe stopni swobody: (3 przedzialy)x (4 parametry dla
danego przedziatu) - (2 wezly)x (3 warunki dla jednego wezla) = 6.

Zgodnie z oznaczeniami z ksiazki [7] funkcjq sklejang stopnia M, inaczej splajnem stopnia
M z weztami &, j = 1, ..., K jest kawalkami wielomianowa funkcja stopnia M, ktéra ma ciagla
pochodna do (M — 2)-stopnia. Dla kubicznych funkcji sklejanych M = 4. W rzeczywistosci
kawaltkami stale funkcje z rysunku 1.1 sg funkcjami sklejanymi stopnia M = 1, liniowe funkcje
kawatkami ciggle stanowia funkcje sklejane stopnia M = 2. Ogodlnie, zbioér funkcji bazowych
ustalonego rzedu mozna przedstawié¢ przy pomocy skladnikéw:

hi(X)=X""1 j=1,.,.M (1.5)
harp(X) = (X =&Y, 1=1,..,K

Posta¢ funkcji sklejanej S stopnia M, czyli splajn stopnia M mozna zapisa¢ w postaci szeregu
potegowego:

M K
SX)= X+ y(x -
=1 j=1

Istnieje opinia [7], ze kubiczne funkcje sklejane sa funkcjami sklejanymi najnizszego rzedu
dla ktérych nieciaglosé w wezlach nie jest widoczna dla ludzkiego oka. Rzadko tez w anali-
zach statystycznych stosuje sie funkcje sklejane wyzszego stopnia, chyba, ze z jaki§ przyczyn
autorowi zalezy na gtadkich pochodnych wyzszego rzedu. W praktyce najczesciej wykorzy-
stywanymi stopniami funkcji sklejanych sa: M =1, 2 oraz 4.

Przytoczona metoda funkcji sklejanych z ustalonymi weztami znana jest pod nazwa regre-
sji funkcji sklejanych (ang. regression splines). Polega ona na ustaleniu stopnia funkeji skle-
janych, liczby weztéw i ich potozenia. Dodatkowo wymagane jest sparametryzowanie rodziny
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funkcji sklejanych przez liczbe funkcji bazowych lub liczbe stopni swobody. W $rodowisku
R do wyznaczania bazy funkcji sklejanych stuzy funkcja bs. Przykladowo, dla wektora x za-
wierajacego N obserwacji wyrazenie bs(x, df = 7) generuje tzw. macterz regresji w bazie
kubicznych funkeji sklejanych wyznaczona dla 42 wewnetrznych weztéw w odpowiednich per-
centylach x, tutaj x(20, 40, 60 i 80). Mozna réwniez na wstepie okresli¢ potozenie weztow
oraz stopien funkcji sklejanych, np. bs(x, degree=1, knots = c(0.2, 0.4, 0.6)) generu-
je macierz regresji rozmiaru N x4 w bazie liniowych funkcji sklejanych z trzema wewnetrznymi
weztami. Wiecej informacji na temat funkcji bs() mozna znalezé w rozdziale 2.1.

Dla przestrzeni funkcji sklejanych ustalonego rzedu z ustalonym ciggiem weztéw, podob-
nie jak dla zwyklych wielomiandow, istnieje wiele réwnowaznych reprezentacji baz. Koncepcja
wielomianéw ustalonego rzedu jest bardzo prosta, jednak jej wada jest numeryczna nieopty-
malnosé. Rozwiazaniem dla tego problemu jest baza B-splajnéw opisana w rozdziale 1.6, ktora
pozwala na wykonywanie efektywnych obliczen nawet gdy liczba weztéw K jest duza.

1.2. Naturalne funkcje sklejane

Zachowanie wielomianéw dopasowanych do danych czesto bywa problematyczne poza ich
brzegowymi weztami. Wéwczas jakakolwiek ekstrapolacja moze okazac si¢ niebezpieczna, gdyz
wielomiany wyzszych stopni moga tam znacznie odbiega¢ od trendu przyblizanej funkcji.
Te wlasnoéci w znacznym stopniu obciazaja estymator pogarszajac w ten sposéb dopasowanie
funkcjami sklejanymi.

Pewnym rozwiazaniem dla funkcji sklejanych stopnia trzeciego sa naturalne funkcje skle-
jane, ktére maja nalozone dodatkowe ograniczenia na funkcje poza brzegowymi weztami.
Zakladajg bowiem, ze funkcja sklejana dla X mniejszych niz & i wiekszych niz {x jest funk-
cja liniowa. Takie zalozenia wynikaja z warunkéw S” (&) =01 S”(£x) = 0, ktére zwalniaja
dodatkowe cztery stopnie swobody (po dwa warunki w dwéch wezlach). Bardziej optacalne
od zalozenia wyzszego stopnia funkcji wielomianowej poza brzegowymi weztami, gdzie za-
zwyczaj znajduje sie najmniej informacji, moze okazac¢ sie wybranie wigkszej liczby wezlow
wewnatrz zbioru danych. Zatem w tym wypadku zatozenie o liniowosci funkcji poza brzego-
wymi weztami czesto jest uzasadnione.

Naturalne kubiczne funkcje sklejane z K weztami sa reprezentowane przez K funkcji bazo-
wych. Wyznaczajac baze dla tych funkcji mozna wyjsé od bazy kubicznych funkcji sklejanych
i zredukowaé ja przez nalozenie odpowiednich warunkéw brzegowych. Naturalng funkcje skle-
jana trzeciego stopnia, ktéra jest liniowa dla X mniejszych niz &; i wiekszych niz £x, mozna
zapisa¢ w postaci szeregu potegowego:

K
S(X) =B+ AaX+ ) (X —¢). (1.6)
j=1
Nastepujace ograniczenia:
K K
You=0 Y & =0, (1.7)
j=1 j=1

dla powyzszej funkcji S wynikaja z warunku zerowania sie drugiej pochodnej, a ich rozwia-
zanie pozostawia K wolnych parametrow [16].

2Liczba weztéw wynika z prostego rachunku 7 — 3 = 4, gdzie z df=7, natomiast 3 to domyslna wartosé
parametru degree w funkcji bs.
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1.3. Wygladzone funkcje sklejane

W tym rozdziale zostala omdéwiona popularna metoda funkcji sklejanych, ktora rozwiazuje
problem wyboru wezléw wystepujacy w regresji funkcji sklejanych poprzez uzycie maksymal-
nego zbioru weztéw. Stopien dopasowania natomiast jest kontrolowany przez pewien wspdl-
czynnik requlujgey. Rozwazam nastepujace zagadnienie: sposrod wszystkich funkeji f dwu-
krotnie rézniczkowalnych, chce znalezé taka f' , ktéra minimalizuje ponizszg sume:

N

RSS(f,0) =3 o~ f@)? + 1 [ 702an (1.8)

i=1

gdzie A to tzw. wspdlczynnik wygladzajacy lub wspdlczynnik kary (ang. smoothing parame-
ter), natomiast [a, b] jest przedzialem na ktérym sa okreslone wezly x; (i = 0,1,...,N) tzn.
a <z <2 < ... <y < b. Pierwszy skladnik prawej strony mierzy dopasowanie do danych,
zaé drugi uwzglednia krzywizne3 funkcji f. A natomiast stanowi niejako kompromis miedzy
tymi dwoma. Drugi sktadnik kryterium czesto jest nazywany kara za niegltadkos$¢ estymatora,
przy czym brak gtadkosci nie oznacza w tym kontekécie braku rézniczkowalnosci estymatora,
lecz gwaltowne oscylacyjne zmiany jego wartosci. Im wigksza jest warto$¢ wspotczynnika A,
tym kara za niegtadko$¢ jest wigksza i wynikowy estymator charakteryzuje sie¢ tagodniejsza
zmiennoscia. Wprowadzenie kary opisanego typu nazywa sie czasami regularyzacja estyma-
tora funkcji f, [10]. Tak pomyslana regularyzacja pociaga za soba wygtadzenie estymatora,
natomiast otrzymany estymator jest nazywany wygladzong funkcjq sklejang.
Szczegdlne przypadki:

e dla A —— 0 kara nie jest nalozona i wynikowy estymator jest bardzo dopasowany
do danych

3 Krzywizna krzywej jest to miara stopnia odchylenia danej funkcji od wzorca, [8]. Dla danej krzywej o réw-
naniu y = g(z), g € C?[a,b], krzywizna w punkcie  jest réwna:
g (z)
k(z) = ——s (1.9)
1+4'(2)

Funkcja g € C?[a,b] interpolujaca punkty (zi,v:) (i = 0,1,...,n) jest ,najgladsza” w tym sensie, ze spo-
éréd wszystkich funkeji z klasy C[a, b] interpolujacych te punkty osiaga najmniejsza wartoéé tzw. krzywizny
catkowitej:

b
/ K(z)’de. (1.10)

W praktyce trudno jest szukaé rozwiazania zagadnienia interpolacji w postaci funkcji ,najgtadszej” z powo-
du skomplikowanego wyrazenia opisujacego krzywizne. Nietrudno zauwazyé, ze dla matych wartosci | gl(az)|
krzywizna w punkcie z jest w przyblizeniu rowna g// (z). Uproszczenie to dostarcza interesujacego rozwiazania
w postaci funkcji sklejanych trzeciego stopnia, ktére wystarcza w wielu zastosowaniach, nawet gdy wartosci
|g/ ()| nie sa male. Kryterium minimalnej krzywizny sprowadza si¢ wéwczas do minimalizacji calki:

b 2
/ g (z) da. (1.11)

Bede opierac sie na powyzszych wnioskach i nastepujacym twierdzeniu, ktérego dowdd mozna znalezé w [9]:
Jezeli g € C?[a,b], i s jest funkcja sklejana trzeciego stopnia interpolujaca g w weztach z; (i =0,1,...,n), to:

b 2 b 1" 2
/ s @) de < / o (@) de. (1.12)

Z powyzszego mozna wywnioskowaé, ze w méwiac o wyborze funkcji ,najgladsze]” mozna mieé¢ na mysli
minimalizacje prawej strony powyzszej nieréwnosci.

13



e dla A — oo kara dominuje i wynikowy estymator charakteryzuje sie lagodniejsza
zmienno$cia.

Te dwa przypadki znacznie sie réznia, poczawszy od bardzo dopasowanego do danych rozwia-
zania, a skonczywszy na bardzo gtadkim rozwiazaniu. Rozwiazujac problem (1.8) chce wyzna-
czy¢ funkcje f indeksowana parametrem A, ktéra stanowi ciekawa klase funkcji z A € (0, 00).

Kryterium (1.8) jest zdefiniowane na przestrzeni funkcji Sobolewa dla ktérych drugi sktad-
nik jest okreslony. Zostalo udowodnione [7], ze (1.8) posiada wyrazne, skoficzenie wymiarowe
minimum, ktore jest naturalng funkcja sklejang trzeciego stopnia o jednoznacznych weztach
w punktach x; ¢ = 1,2, ..., N. Wydawaloby sie, ze ta rodzina funkcji jest nadal zbytnio spa-
rametryzowana, poniewaz posiada N wezléw, ktére implikuja N stopni swobody. Jednakze,
sktadnik kary przektada sie na kare wspotczynnikow funkcji sklejanych, ktore zostana odpo-
wiednio zmniejszone na drodze liniowego dopasowania.

Rozwigzanie w postaci naturalnych funkcji sklejanych mozna zapisa¢ nastepujaco:

N
f(z) =) N;j(x)6;, (1.13)
j=1

gdzie Nj(z) jest N-wymiarowym zbiorem bazowych funkcji reprezentujacych rodzing natu-
ralnych funkcji sklejanych. Kryterium (1.8) mozna sprowadzi¢ do postaci:

RSS(0,)\) = (y — NO)T (y — N6O) + \0TQp0, (1.14)
gdzie {N};; = Nj(z:), {2n}i; = [ N/ (t) N} (t)dt. Rozwiazaniem zagadnienia (1.14) jest:
0 = (NTN 4+ Qy) " 'NTy. (1.15)

Mozna postrzegaé je jako rozwiazanie uogodlnionej regresji grzbietowej. Dopasowang w ten
sposob wygladzong funkcja sklejang bedzie wéwczas funkcja postaci:

N
flx) =3 Nj(z)6;. (1.16)
j=1

Efektywne techniki obliczania estymatora wygtadzonych funkcji sklejanych zostaly oméwione
w podrozdziale 1.6.2.

1.4. Stopnie swobody i macierze wygtadzen

Jak do tej pory nie zostalo jeszcze wskazane, w jaki sposéb dla wygltadzonych funkcji skleja-
nych jest wyznaczany parametr A. W tym rozdziale przedyskutuje intuicyjne metody wyboru
wielkosci wygtadzenia.

Wygladzone funkcje sklejane z ustalonym wspétczynnikiem kary A sa przyktadem linear
smoother, czyli w wolnym ttumaczeniu ,liniowego wygladzacza”. Jest tak, poniewaz estymo-
wane parametry w (1.15) sa liniowa kombinacja y;. Niech f bedzie wektorem diugosci N,
ktory dla 2; zawiera dopasowane wartosci f (x;). Wowcezas:

f = N(INTN + xQy) " INTy
Say. (1.17)

Dopasowanie jest liniowe ze wzgledu na y, a ograniczony liniowy operator Sy znany jest jako
smoother matriz, czyli tzw. macierz wygladzenia. Jednym z wnioskéw wynikajacych z tej
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liniowosci jest sposéb wyznaczenia wektora dopasowanych wartosci f, ktory nie zalezy od y.
S, zalezy tylko od x; i A.

Operatory liniowe znane sg z bardziej tradycyjnego dopasowania metoda najmniejszych
kwadratow. Zatoze, ze B¢ jest N x M macierza M bazowych kubicznych funkcji sklejanych
okreslonych na N punktach x;, ze zbiorem wezléw £, oraz M <« N. Wéwczas wektor dopaso-
wanych wartoéci funkcji sklejanej dany jest przez:

f =B¢(B{B¢) 'Bly = Hey. (1.18)

Tutaj liniowy operator H¢ jest operatorem rzutu i znany jest w statystyce jako ,macierz dasz-
kowa” (ang. hat matriz). Wystepuja pewne istotne podobiefistwa i réznice miedzy He i Sy:

e obie sg symetrycznymi, dodatnio semi-okreslonymi* macierzami,

e H:H, = H¢ jest idempotentna®, podczas gdy S\Sy < Sy znaczy tyle, ze prawa strona
przewyzsza lewa strone dodatnig semi-okreslonoscia macierzy. To jest konsekwencja
$ciggajacej natury Sy, ktora zostala oméwiona ponizej,

e 1z3d macierzy H¢ jest réwny M, zas dla Sy wynosi N.

Wyrazenie M = tr(Hg¢) wyznacza wymiar przestrzeni rzutowej, ktory réwniez jest liczba
bazowych funkcji, czyli takze liczbg parametréw bioracych udzial w dopasowaniu. Poprzez
analogie definiuje sie efektywne stopnie swobody (ang. effective degrees of freedom) dla wy-
gtadzonych funkcji sklejanych:

dfy = tr(Sy), (1.19)

ktére sa suma diagonalnych elementéw S)y. Ta bardzo pozyteczna definicja pozwala w bardziej
intuicyjny sposéb parametryzowaé wygtadzone funkcje sklejane. Przykladowo, jesli zalezy
nam na uzyskaniu 12 stopni swobody dla dopasowanej krzywej, by wyznaczy¢ parametr A
nalezy rozwiaza¢ réwnanie tr(Sy) = 12.

Aby potwierdzi¢ jednoznaczno$é rozwiazania réwnania (1.19) przytocze wezeéniej kilka
istotnych faktéw. Jesli macierz Sy jest symetryczna (oraz dodatnio semi-okreslona), to po-
siada rzeczywisty rozklad na wartosci wlasne. Zanim dokonam kolejnych obliczen, zapisze Sy
w wygodnej formie jaka zaproponowal Reinsch, [7]:

Sy = (I +AK)™!, (1.20)

gdzie K nie zalezy od A. Warto podkresli¢, ze wiele implementacji wygladzonych funkcji
sklejanych do zaoszczedzenia na przechowywaniu ogromnych macierzy w pamieci komputera,
czy obliczaniu macierzy odwrotnych korzysta z ograniczonego charakteru tych macierzy. Ma
to sens jesli liczba weztéw n jest niewielka lub umiarkowana, [7].

Jeslif =8 A\Y jest rozwiazaniem

min(y — )7 (y — f) + MTKF, (1.21)

K jest znana jako macierz kary (ang. penalty matriz), i forma kwadratowa K ma reprezen-
tacje w terminach wazonej sumy kwadratéw drugiej rézniczki®. Wéwcezas rozktad na wartoéci

“Macierz A jest dodatnio semi-okreslona jezeli Vo € R™/{0} : fa(z) = 0 oraz 3z € R*/{0} : fa(z) = 0.
5 Macierz idempotentna to macierz kwadratowa A, ktéra spelnia warunek A% = A.
SReinsch opierajac sie na zagadnieniu (1.8) zapisal sktadnik ,kary” jako forme kwadratowa:

/MﬁWWIJMM
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wlasne macierzy S, jest nastepujacy:

1

= — 1.22
1+ A\dy’ ( )

N
Sx=Y_ mNwaw”,  gdzie pp())
k=1

natomiast dj jest odpowiednia wartoscia wlasna K. Jesli relacja (1.19) jest monotoniczna
ze wzgledu na A\, mozna jg odwrécié, zatem dla ustalonego df istnieje jednoznaczne rozwig-
zanie dla .

1.5. Wybér parametru wygtadzenia

W regresji funkcji sklejanych parametrami byly: stopnien splajnéw, liczba i rozmieszczenie
weztow. W przypadku wygtadzonych funkcji sklejanych wystepuje tylko jeden parametr, kto-
rym jest wspotczynnik kary A, poniewaz weztami sa wszystkie unikalne wartosci X, a stopien
funkcji jest prawie zawsze taki sam jak dla kubicznych funkcji sklejanych.

Ustalenie liczby stopni swobody w przypadku wygladzonych funkcji sklejanych zwykle
odbywa sie z wykorzystaniem relacji dfy = ¢r(S)). Jesli jest ona monotoniczna ze wzgle-
du na A, mozna odwrocié¢ relacje i okresli¢é A przez ustalenie df. W praktyce moze to by¢
osiagniete z uzyciem prostych metod numerycznych. Przykladowo, aby okresli¢ wielkosé wy-
gladzenia w Srodowisku R, mozna uzy¢ funkcji smooth.spline(x, y, df = 6). To pozwala
w bardziej tradycyjny sposéb wybiera¢ model, a takze umozliwia uzycie kilku réznych war-
tosci df, i wyboru jednej opartej np. na F-tescie lub wykresach reszt. Wyznaczanie df w ten
sposob zapewnia jednakowe podejécie do poréwnania wielu réznych metod wygtadzania. Jest
to szczegblnie przydatne w uogdlnionych modelach addytywnych (rozdzial 3.4) oraz uogdl-
nionych modelach addytywnych z parametrem polozenia, skali i ksztaltu (rozdzial 4), gdzie
w jednym modelu moze zostaé¢ uzyte jednoczesnie kilka metod wygladzajacych.

1.6. Jak zapisa¢ funkcje sklejane za pomoca B-splajnéw?
W tym podrozdziale opisze baze B-splajnow tzn. uklad B-splajnow reprezentujacy wielomia-

nowe funkcje sklejane, a nastepnie oméwie jej uzycie w wyznaczaniu wygtadzonych funkcji
sklejanych.

gdzie u = f(z;) to dopasowanie, K = AW 'A, A jest macierzg (N —2) x N drugiej rézniczki z elementami:

1 1 1 1
Aii=—, Ajig1=—7—— v Dijige =
; yit1 s hit1 yi42

hig1’
W jest symetryczna, tréjdiagonalna macierza rzedu N — 2 z elementami

h; hi 4+ hit1
Wi1, = Wii- =——, Wii = ——(F
1, i—1 6 ) 3
i hi = xi+1 — x; to odlegtoéci pomiedzy kolejnymi wartoéciami x.
Stwierdzenie: W powyzszych oznaczeniach wygtadzona funkcje sklejang mozna zapisaé:

f:(f-ﬁ-)\K)*ly * %

Dowdéd: RSS mozna zapisaé jako: RSS = (y— u)T (y — ) + \u” K p. Rézniczkujac ze wzgledu na p dostajemy:
% = —2(y — pu) + 2AKpu. Przyréwnujac prawa strong do zera otrzymujemy: y = g+ AKi = (I + AK)fi.
Po obustronnym przemnozeniu przez (I + AK)™" otrzymujemy *x, [16].
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1.6.1. B-splajny

Zanim zdefiniuje posta¢ funkcji B-sklejanych, wprowadze kilka niezbednych oznaczen. Niech
o < &1 1 &k < {k+1 beda dwoma brzegowymi wezlami (ang. boundary knots) definiujacymi
przedzial na ktérym konstruowane beda funkcje sklejane. Przez Bi,m(;r)7 oznacze i-ta bazowa
funkcje B-sklejang (inaczej B-splajn) stopnia m dla ciagu weztéw &, m < M. B-splajny
definiuje sie nastepujaco wykorzystujac rekurencje:

, _ )1 jezeli & <@ < &
Bia(z) = { 0 w.pp. (1.23)
dlai=1,..,K+2M—1,
T — G i+m — L
Bﬁm(l’) = 7§Bi,m—1($) + “732‘4_17m_1(1:) (1.24)
Eitm—1 — & Citm — &it1

dlai=1,..., K +2M — m. Dla ciagu weztéw & oraz M = 4 w powyzszych definicjach B; 4,
i=1,..., K +4 tworza (K + 4)-bazowe kubiczne funkcje B-splajnéw. Kontynuujac rekurencje
mozna wygenerowaé¢ baze B-splajnéw dla funkcji sklejanych dowolnego stopnia. Wykresy
z rysunku 1.2 przedstawiaja ciag B-splajnéw do czwartego stopnia z wezlami w punktach
0,0.1,...,0.9,1. Jesli wystepuja zduplikowane punkty, trzeba zachowaé ostroznosé by uniknaé
dzielenia przez zero w (1.24). Przyjmujac, ze B;1 = 0 jesli § = &1, przez indukcje mozna
pokazac, ze B; ., = 0 jesli § = &1 = ... = Ei+m. Warto zauwazy¢, ze do konstrukeji bazy B-
splajnéw stopnia m < M z wezlami §, wymagane sa funkcje B; ,,dlat = M —m+1,..., M+ K.

Wtasnosci funkcji B; ar:

1. Noénik funkcji B; ar, czyli zbior tych wszystkich z, gdzie B; pr(x) > 0 jest przedzialem
(§i7 S’H-M) .

2. Bim(z) >0, Vi oraz Vz.

3. YIM Biv(x) = 1 Va € [, k4]
4. B; ar jest funkceja kawatkami wielomianowsa stopnia M — 1 z weztami w 1, ..., k.

5. Dla k > 1 funkcje B; s naleza do klasy C™ 2(R).

Zastosowanie B-splajnéw nalezy osobno rozwazy¢ w przypadku wystepowania powielo-
nych wewnetrznych weztéow. Jesli jeden z wewnetrznych weztéw w konstrukcji &€ zostanie
podwojony i nastepnie jak wczesniej wygenerowany zostanie ciag B-splajnow, wéwczas otrzy-
mana baza funkcji bedzie rozpinata przestrzen kawatkami wielomianowych funkcji, ktére
w zduplikowanym punkcie maja nieciagta pochodna nizszego rzedu o jeden w poréwnaniu
do przypadku bez powielonego wezta. Ogodlnie, jesli rj-krotnie (1 < r; < M) zostanie dola-
czony wewnetrzny wezet §;, wtedy pochodng najnizszego rzedu, nieciggla w x = ; bedzie
pochodng rzedu M — r;. Zgodnie z powyzszym, kubiczne funkcje sklejane bez powielonych
punktéw r; =1, j = 1, ..., K, w kazdym wewnetrznym wezle majg nieciggla trzecig pochodng
(4—1). Powielenie j-tego wezla trzykrotnie prowadzi do nieciaglodci pierwszej pochodnej, na-
tomiast 4-krotne nadpisanie go prowadzi do niecigglodci zerowej pochodnej, i wéwczas funkcja

"Bii(z) dlai=1,..., K +2M — 1 znane s3 jako funkcje bazy Haara.
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Rysunek 1.2: Kolejne B-splajny do czwartego stopnia dla réwno rozmieszczonych dziesieciu
weztéw na odcinku [0, 1]. Widaé, ze lokalnie sa niezerowe na przestrzeni rozpietej przez M + 1
weztéw. Zrodlo: [4].

00

bedzie nieciggla w x = &;. Jest to dokladnie ten sam przypadek, ktoéry pojawia si¢ w brze-
gowym wezle po M-krotnym nadpisaniu tego wezta. Funkcja sklejana staje sie nieciagta w
brzegowym wezle (tzn. nie jest zdefiniowana poza brzegiem).

Baza B-splajnéw ma wazne obliczeniowo implikacje, szczegdlnie gdy liczba weztow K jest
duza. Metoda najmniejszych kwadratéw z N obserwacjami i K + M zmiennymi (funkcjami
bazowymi) wykonuje O(N (K + M)? + (K + M)3) operacji. Jesli K jest znacznie mniejsze niz
N, to algorytm staje si¢ nie do przyjecia dla duzych N — O(N3). Jedli bedziemy opisywaé
za pomoca K + M-bazowych funkcji B-splajnéw N-posortowanych rosnaco unikalnych obser-
wacji (N-wezléw), to otrzymamy macierz regresji rozmiaru N x (K + M), ktéra bedzie mie¢
wiele zer, a to z kolei moze przyczyni¢ si¢ do zredukowania ztozonosci obliczeniowej do O(IV).
Ta wlasnosé zostata wykorzystana w nastepnym podrozdziale.

1.6.2. Jak zapisa¢ wygladzone funkcje sklejane za pomoca B-splajnéw?

Chociaz naturalne funkcje sklejane tworza baze dla wygtadzonych funkcji sklejanych, obli-
czeniowo wygodniej jest operowaé na wigkszej przestrzeni B-splajnéw (rozdzial 1.3). Wygta-
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dzona funkcje sklejang mozna zapisaé f(x) = Z;VZ'TL v;Bj(x), gdzie v; sa wspdlczynnikami

i B; to baza kubicznych funkcji B-sklejanych. Rozwigzanie wyglada tak samo jak poprzednio:
4= (BTB + Q) 'Bly. (1.25)

Jedynym wyjatkiem jest zastapienie macierzy N rozmiaru N x N, macierza B o rozmiarze
N x (N +4), i podobnie macierz kary Qp rozmiaru (N +4) x (N + 4) zastepuje sie macierza
Qpn o rozmiarze N x N. Tak jak wczesniej mozna rowniez zdefiniowaé efektywne stopnie
swobody przez dfy = tr(W), gdzie W = B(BTB + \Qp) 'BT.

Jedli kolumny macierzy B sa wyznaczone przez B-splajny, ktore w kolejnosci od lewej
do prawej, zostaly oszacowane na podstawie posortowanych wartosci X, oraz kubiczne B-
splajny maja lokalnie nosnik, wowczas macierz B jest dolnie 4-trojkatna. W konsekwencji
macierz M = (BTB + AQ) jest dolnie 4-tréjkatng macierza zatem tatwo mozna dokonaé
jej rozktadu Cholesky’ego M = LL”. Rozwiazujac LLT~ = By przez podstawienie otrzy-
mujemy v i rozwiazanie f w O(N) operacjach.

W praktyce gdy N jest duze, nie jest konieczne uzywanie wszystkich N wewnetrznych
weztow lecz rozsadne ,przerzedzenie” pozwoli zaoszczedzi¢ na obliczeniowosci, a takze bedzie
mie¢ niewielki wplyw na dopasowanie. Dla przyktadu funkcja smooth.spline Srodowiska
R korzysta z nastepujacej funkcji obliczajacej liczbe weztéw:

n.kn <- function(n) {

if (n < 50L)
n

else trunc ({
al <- log(50, 2)
a2 <- log(100, 2)
a3 <- log(140, 2)
ad <- log (200, 2)
if (n < 200L) 2" (Cal + (a2 - al1) * (n - 50)/150)
else if (n < 800L) 2~ (a2 + (a3 - a2) * (n - 200)/600)
else if (n < 3200L) 2~ (a3 + (a4 - a3) * (n - 800)/2400)
else 200 + (n - 3200)°0.2

i)

+ 4+ 4+ + + + + + + + + + +V

3

Zgodnie z powyzszym, dla danej liczby n unikalnych warto$ci wektora x , n.kn(n) stanowi
liczbe weztéw uzywana w estymowaniu wygladznej kubicznej funkcji sklejanej, np. n.kn(49)
= 49 lub n.kn(5000) = 204, [23].
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Rozdziatl 2

Funkcje sklejane w pakiecie R 1 ich
zastosowanie

W tym rozdziale zostaly przedstawione wybrane funkcje srodowiska R wykorzystywane do
wyznaczania funkcji sklejanych i wygltadzonych funkcji sklejanych. Zostata oméwiona budowa
funkcji bs i ns oraz smooth.spline, przyjmowane przez nie argumenty, zwracane wartosci,
a takze zastosowanie tych funkcji do rzeczywistych danych medycznych.

2.1. Wielomianowe funkcje sklejane — bs(splines) i ns(splines)

Do wyznaczenia wielomianowych funkcji sklejanych w bazie B-splajnéw mozna wykorzystaé

funkcje bs (), natomiast za wyznaczenie naturalnych kubicznych funkcji sklejanych w bazie

B-splajnéw odpowiada funkcja ns (). Obie te funkcje znajduja sie w pakiecie splines.
Deklaracje funkcji bs(splines) i ns(splines) wygladaja nastepujaco:

bs(x, df = NULL, knots = NULL, degree = 3, intercept = FALSE,
Boundary .knots = range(x))

ns(x, df = NULL, knots = NULL, intercept = FALSE, Boundary.knots =
range (x))

Argumenty dla obu funkcji opisane zostaly w tabeli (2.1).

Obie powyzsze funkcje zwracaja w postaci listy nastepujace warto$ci: macierz regresji
rozmiaru length(x) x df oraz knots i Boundary.knots, ktoére wykorzystywane sa przez
funkcje predict.bs i predict.ns. Gdy argumenty df lub knots sg podane, wowczas dla
funkcji bs () obowigzuje zaleznosé:

df = length(knots) + degree + Lintercept=T RUE
natomiast dla ns() mam:
df = length(knots) + 1 + Nintercept=TRUE-

Funkcja bs generuje macierz regresji w bazie B-splajnow reprezentujaca rodzine kawatkami
wielomianowych funkcji sklejanych z wyszczegdlnionymi wewnetrznymi weztami i stopniem
wielomianu. Funkcja ns generuje macierz regresji w bazie B-splajnéw reprezentujaca rodzine
kawatkami kubicznych funkcji sklejanych, z wyszczegdlnionym zbiorem wewnetrznych weztow,
i naturalnymi warunkami brzegowymi. Dodatkowo funkcja ns wymusza ograniczenie, aby
wynikowa funkcja byta liniowa poza brzegowymi weztami.

Zazwycza] funkcje bs () 1 ns() wykorzystuje sie tworzac formulte modelu liniowego przez
bezposrednie dodanie sktadnika bs() lub ns() do formuty danego modelu.
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Tabela 2.1: Argumenty funkcji bs () i ns(), Zrédto [23].
x | predyktor
df | odpowiada liczbie stopni swobody; w przypadku funkcji bs, gdy po-
dana jest wielkos¢ df zamiast knots, liczbe knots wyznacza zaleznosé
knots = df - degree - Litercepi=TrRUE; dla ns, gdy podawana jest
wielkos¢ df, ns wyznacza liczb¢ knots = df - 1 - Liptercept=TRUE;
dla obu funkcji wezty sa rozmieszczone w odpowiednich kwantylach x.

knots | dla bs sg to pewne wewnetrzne punkty definiujace splajn wybrane
z uporzadkowanego niemalejaco zbioru punktéow zawartych w x. Do-
myslnie jest to NULL, co daje podstawe do zwyklej wielomianowej
regresji. Dla ns sa to wewnetrzne punkty uporzadkowanego x; do-
my$lnie jest to NULL, i razem z naturalnymi warunkami brzegowymi
daje podstawe do zwyklej liniowej regresji na x. Zazwyczaj sa to war-
tosci: Srednia lub mediana dla jednego wezta, kwantyle dla wiekszej
liczby wezléw.

degree | odpowiada stopniowi funkcji kawatkami wielomianowej, domyslnie
jak dla kubicznych funkcji sklejanych degree=3.

intercept | jesli TRUE, stala jest dodana do bazy; domyslnie FALSE.

Boundary.knots | w przypadku bs punkty brzegowe, czyli punkty w zakresie ktérych
znajduja sie¢ wszystkie wezly dla bazy B-splajnéw (domyslnie zakres
danych). W przypadku ns sa to brzegowe punkty z narzuconymi wa-
runkami brzegowymi dla naturalnych splajnéw i weztami w bazie B-
splajnéw (domys$lnie zakres danych). Dla obu funkcji jesli oba pa-
rametry knots i Boundary.knots sa podane, bazowe parametry nie
zalezg od x. Dane moga by¢ przedluzone na Boundary.knots.

2.1.1. Przyklady zastosowania funkcji bs i ns

Pokaze zastosowanie funkcji bs i ns do danych danemed opisanych na koncu pracy w dodat-
ku A. Korzystajac z danych dla chlopcéw (sex=1), zweryfikuje zaleznosé cisnienia skurczowe-
go (SBP) od wicku (age). Obie zmienne age oraz SBP uwzglednione w analizie sa zmiennymi
ciaglymi. Opisany zbior liczy 8168 przypadkow, zmienna age w badanej grupie osob jest
zawarta w przedziale od 6.5 — 18.5, natomiast ciénienie skurczowe waha si¢ od 67 do 172.
Wykres 2.1 przedstawia kolejno histogramy zmiennej age i SBP oraz zalezno$¢ SBP od age.

Dla zmiennej age wywoluje funkcje bs z parametrem df=5:

> bs(age, df = 5)

1 2 3 4
[1,] 0.3163598 0.02331078 3.859730e-04 0.000e+00 0.000e+00
[2,] 0.2816437 0.01764678 2.498074e-04 0.000e+00 0.000e+00
[8167,] 0.000e+00 1.19831e-05 2.64252e¢-03 1.24006e-01 8.73338e-01
[8168,] 0.000e+00 4.21258e-04 2.66376e-02 3.47029e-01 6.25911e-01
attr(,"degree")
[1] 3

attr (,"knots")
33.33333% 66.66667%
10.74606 14.89938
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Rysunek 2.1: a). Histogram zmiennej age b). Histogram zmiennej SBP c¢). age vs. SBP.

attr (,"Boundary.knots")
[1] 6.513347 18.496920
attr(,"intercept")

[1] FALSE
attr(,"class")
[1] "bs™" "basis" "matrix"

Powyzsze wywotanie odpowiada za utworzenie macierzy regresji rozmiaru 8168 x 5. Zgodnie
ze wzorem na liczbe wewnetrznych weztow zostaly ustalone 2 wewnetrzne wezly. Znajduja
sie one w kwantylach rzedu 1/3 i 2/3 oraz odpowiadaja wartosciom 10.74, 14.89. Brzegowe
wezty znajduja sie w 6.51 1 18.49.

Nastepnie wywotuje funkcje ns() dla zmiennej age z parametrem df=5:

> ns(age, df = 5)

1 2 S 4 5
[1,] 0.001610455 0.0000e+00 -0.04996063 0.15844657 -0.10848594
[2,] 0.001042310 0.0000e+00 -0.04338198 0.13758286 -0.09420087

[8167,] 0.0000e+00 6.599770e-05 -5.76155e-02 0.41902256 0.63852694
[8168,] 0.0000e+00 2.320094e-03 1.20156e-01 0.37912975 0.49839382
attr (,"degree")
[1] 3
attr (,"knots")
20% 40% 60% 80%

9.14716 11.59699 14.12731 16.48460

attr (,"Boundary.knots")

[1] 6.513347 18.496920

attr(,"intercept")

[1] FALSE
attr(,"class")
[1] "ns" "basis" "matrix"

Powyzsze wywotanie takze odpowiada za utworzenie macierzy regresji rozmiaru 8168 x 5.
Poréwnujac to wywolanie z wywotaniem funkcji bs(), teraz wzrosta liczba wewnetrznych
weztéw (o dwa wezly). Zostaly uzyskane 4 wezly wewnetrzne i znajduja sie one w kwantylach
rzedu 1/5, 2/5, 3/514/5, czyli odpowiednio w 9.14, 11.59, 14.12 oraz 16.48. Brzegowe wezly
podobnie jak poprzednio to: 6.51 i 18.49. Mozna zauwazy¢, ze uwzglednienie tej samej liczby
stopni swobody (df = 5), dla bs i ns, sprawia, ze w przypadku ns mozna uzyskaé cztery
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wewnetrzne wezty, natomiast dla bs — tylko dwa. Wieksza liczba weztéw to zwykle lepsze
dopasowanie modelu.

Tworze modele liniowe, w ktorych zmienng odpowiedzi jest SBP, za$ zmienna objasniajaca
bedzie wynik wywolania funkcji bs(age) i ns(age) z réznymi wartosciami parametru df.
Parametry beda wybierane sposréd kolejnych liczb catkowitych z przedzialu od 3 do 30.
Dokonam zatem przyblizenia zmiennej SBP z wykorzystaniem kubicznych funkcji sklejanych
i naturalnych kubicznych funkcji sklejanych, ktore zalezeé¢ beda od zmiennej age. Poréwnam
dopasowanie tych modeli przy pomocy kryterium AIC, (dodatek B.1).

> bm3 <- Im(SBP ~ bs(age, df=3), data = danemed)
> bm4 <- Im(SBP ~ bs(age, df=4), data danemed)

> bm30 <-1Im(SBP ~ bs(age, df=30), data = danemed)
ns3 <- Im(SBP ~ ns(age, df=3), data = danemed)
> ns4 <- 1m(SBP ~ ns(age, df=4), data danemed)

A%

> ns30 <-1m(SBP ~ ns(age, df=30), data = danemed)

\ —— bs
—— ns

60960
|

60950
|

AIC

60940
|

60930
|

Rysunek 2.2: Wartosci kryterium AIC dla modeli utworzonych z wykorzystaniem funkcji
bs i ns z uwzglednieniem réznych wartosci dla parametréw df. Zrodio: opracowanie wlasne.

Na podstawie rys. 2.2 mozna wybraé ,najlepszy” model. Kierujac sie¢ kryterium AIC, dla
metody kubicznych funkcji sklejanych model z df=12 wydaje si¢ by¢ najlepiej dopasowany.

> summary (Im(SBP ~ bs(age,df=12), data = danemed))

Call:
lm(formula = SBP ~ bs(age, df = 12), data = danemed)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-49.0667 -6.9538 -0.5463 6.5036 50.7335

Coefficients:
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Estimate Std. Error t value Pr(>|t])

(Intercept) 100.8724 .4227 70.904 < 2e-16 *x*x
bs(age, df = 12)1 2.4036 .55612 0.942 0.34615

bs (age, df = 12)2 -0.3146 .4539 -0.216 0.82867
bs(age, df = 12)3 4.3864 .7841 2.459 0.01397 =*
bs(age, df = 12)4 4.5698 .55641 2.941 0.00329 *x
bs(age, df = 12)5 5.5185 .6833 3.278 0.00105 =*x*
bs(age, df = 12)6 9.4868 .6185 5.862 4.76e-09 *xx*x*

bs(age, df = 12)7 11.7423 .6440 7.143 9.95e-13 *xxx*

L T = T = T S S S S S N R =

bs (age, df = 12)8 19.5873 .6357 11.975 < 2e-16 *x*x
bs (age, df = 12)9 17.0905 .6849 10.143 < 2e-16 *x*x*
bs (age, df = 12)10 20.1888 L7771 11.360 < 2e-16 **x*
bs(age, df = 12)11 21.3043 .8589 11.461 < 2e-16 *x*x
bs(age, df = 12)12 19.8831 .9774 10.055 < 2e-16 *x*x
Signif. codes: O ‘**x’ 0.001 ‘%%’ 0.01 ‘*’ 0.05 ¢.” 0.1 ¢ ° 1

Residual standard error: 10.07 on 8155 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.3259, Adjusted R-squared: 0.3249
F-statistic: 328.5 on 12 and 8155 DF, p-value: < 2.2e-16

W ramce wspolczynnikow dla modelu z df=12 zostaly wypisane estymatory ﬂA dla 12 nowych
zmiennych zapisanych przy pomocy bazy kubicznych B-splajnéw razem z wynikiem testu
istotnosci kazdego z nich. Na analizowany obszar sktadato si¢ 10 przedziatéw, ktére wydzie-
lone zostaly przez 9 wewnetrznych weztow. Na podstawie p-wartosci mozna uznac¢ istotnosé
nowych zmiennych zapisanych w bazie kubicznych funkcji sklejanych.

Korzystajac z metody naturalnych kubicznych funkcji sklejanych i kryterium AIC za
najlepszy model uznaje model z df=10:

> summary (lm(SBP ~ ns(age,df=10), data = danemed))

Call:
lm(formula = SBP ~ ns(age, df = 10), data = danemed)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-49.073 -6.927 -0.533 6.531 50.799

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t])

(Intercept) 102.0758 0.8490 120.227 < 2e-16 **x*
ns (age, df = 10)1 2.7756 0.9299 2.985 0.002844 *x
ns (age, df = 10)2 3.5970 1.2425 2.895 0.003804 *x
ns (age, df = 10)3 4.1724 1.1188 3.730 0.000193 **x*
ns (age, df = 10)4 8.3882 1.2054 6.959 3.69e-12 *xxx*
ns (age, df = 10)5 10.4361 1.1445 9.119 < 2e-16 *xxx*
ns (age, df = 10)6 18.5294 1.1722 15.807 < 2e-16 x*x*x
ns (age, df = 10)7 15.6320 1.1638 13.432 < 2e-16 *xx*
ns (age, df = 10)8 19.6345 0.9184 21.379 < 2e-16 **x*
ns (age, df = 10)9 18.8722 2.0547 9.185 < 2e-16 *xxx*
ns (age, df = 10)10 19.7454 0.8483 23.275 < 2e-16 *xx*x
Signif. codes: O ‘**x’ 0.001 ‘%%’ 0.01 ‘*’ 0.05 ¢.” 0.1 ¢ ° 1

Residual standard error: 10.07 on 8157 degrees of freedom
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Multiple R-squared: 0.3258, Adjusted R-squared: 0.3249
F-statistic: 394.1 on 10 and 8157 DF, p-value: < 2.2e-16

Tutaj na analizowany obszar sktada si¢ 10 przedzialéw wydzielonych przez 9 wewnetrznych
weztow. P-wartosci potwierdzaja istotnos¢ nowych zmiennych utworzonych przez transfor-
macje przy pomocy kubicznych funkeji B-sklejanych. Rysunek 2.3. (lewy gérny) przedstawia
poréownanie dopasowanych wartosci dla powyzszych modeli.
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Rysunek 2.3: Poréwnanie dopasowanych wartosci dla modeli ze skltadnikami bs i ns wywota-
nych z réznymi parametrami. Zrédlo: opracowanie wlasne.

Wykresy zawarte na rys. 2.3 zawieraja wyniki dopasowania uzyskane z modeli, w ktérych
zostaly uzyte funkcje bs i ns uwzgledniajace rézne wartoéci parametréow dla tych funkcji.
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Na podstawie wykreséw mozna stwierdzi¢, ze w krancowym zakresie danych naturalne ku-
biczne funkcje sklejane zazwyczaj zachowuja sie bardziej tagodnie niz zwykte kubiczne funk-
cje sklejane. Zwigkszajac liczbe stopni swobody wzrasta zmienno$¢ dopasowanej krzywej.
Dla danych dotyczacych ci$nienia skurczowego chltopcéw nie widaé jednak znaczacych réznic
pomiedzy krzywymi otrzymanymi dla réznych parametrow df.

2.2. Wygtadzone funkcje sklejane - smooth.spline(stats)

Smoothing spline, czyli wygtadzanie splajnami jest to metoda polegajaca na dopasowaniu wy-

gtadzonej krzywej do zbioru pewnych zaktéconych obserwacji za pomoca kubicznych funkcji

B-sklejanych. Podejécie matematyczne do wyznaczenia wygltadzonego estymatora za pomoca

funkcji sklejanych zostato oméwione w podrozdziatach 1.3-1.5. Popularna funkcja srodowiska

R wykorzystywang w tej metodzie jest dostepna w bibliotece stats funkcja smooth.spline.
Deklaracja funkeji smooth.spline wyglada nastepujaco:

smooth.spline(x, y = NULL, w = NULL, df, spar = NULL, cv = FALSE,
all.knots = FALSE, nknots = NULL, keep.data = TRUE, df.offset = O,
penalty = 1, control.spar = list())

Wybrane parametry tej funkcji zostaly opisane w tabeli 2.2.

Tabela 2.2: Argumenty funkcji smooth.spline, Zrédlo: [23]
x | predyktor, jedli x jest dwukolumnows macierza, to zawiera x i y

wektor zmiennej odpowiedzi

<

w | wektor wag, domyslnie w = 1

df | liczba stopni swobody, inaczej slad macierzy wygladzenia

spar | parametr wygladzenia przyjmujacy zazwyczaj wartosci z przedziatu (0, 11;
wyznaczenie wspolczynnika kary A\ opiera sie na obliczeniu catki kwadratu
drugiej pochodnej, ktéra jest monotoniczng funkcja argumentu spar, szcze-
gbly ponizej

cv | gdy cv=TRUE zwyktla walidacja krzyzowa leave-one-out, natomiast domyslnie
cv=FALSE oznacza uogdlniona walidacje krzyzowa (GCV)

all.knots | jesli przyjmuje warto$¢ TRUE, kazdy punkt x jest traktowany jako wezet; do-
myslne all.knots=FALSE oznacza, ze weztami jest pewien podzbiér zbioru x

nknots | liczba weztéw, jedli all.knots=F, domyslnie liczba mniejsza niz wymiar x
penalty | wspélczynnik kary dla stopni swobody w kryterium GCV (domy$lnie 1)

Wspblezynnik kary A wystepujacy w kryterium (1.8) z rozdziatu 1.3 wyrazony jest tutaj
jako funkcja zmiennej spar:

A = 72563571 (2.1)

T
gdzie r = %, B to macierz wyznaczona przez {B};; = Bj(z;), w ktorej B;(.) oznacza
j-ty B-splajn, W jest macierza diagonalna z wagami o $ladzie réwnym liczbie obserwacji czyli
n, Qp jest macierza {Qp}i; = [ B;(t)B] (t)dt.
Kryterium (1.8) zostalo tutaj uogdlnione i rozszerzone do postaci wazonej sumy kwadra-
téw reszt ze wspolczynnikiem kary:

WRSS(0,)\) = (y — BO)TW(y — BO) + \0T Qp0, (2.2)
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gdzie Bf stanowi reprezentacje bazy B-splajnow, 6 to rozwigzanie réwnania regresji grzbie-
towej:

(BTWB + Q)0 = BTWy. (2.3)

Wektor 0 zawiera wspotezynniki funkcji sklejane;j.

Jesdli w wywotaniu funkcji smooth. spline nie zostal podany argument spar lub spar=NULL,
warto$¢ wygladzenia zostanie wyznaczona z wykorzystaniem zmiennej df. Jedli zaden z tych
argumentow nie zostal podany, do wyznaczenia A wykorzystuje sie metode zwyczajnej wa-
lidacji krzyzowej leave-one-out (ang. ordinary) lub uogélnionej (ang. generalized). Rodzaj
walidacji krzyzowej uwzglednia parametr cv.

Problematycznym zagadnieniem w funkcji smooth.spline jest wystepowanie zdupliko-
wanych punktéw w wektorze x polaczone z wyznaczaniem parametru wygladzenia metoda
walidacji krzyzowej leave-one-out. Podczas gdy metoda uogdlnionej walidacji krzyzowej dzia-
ta poprawnie, walidacja krzyzowa leave-one-out nie radzi sobie ze zduplikowanymi punktami
— procedura pakietu R uzywa wowczas przyblizenia, ktére wiaze sie z pominieciem zbioru
powielonych punktéw. W takich przypadkach nalezy unikaé¢ parametru cv=TRUE.

2.2.1. Przyktad zastosowania funkcji smooth.spline

W tym przykltadzie wykorzystam ten sam zbiér danych, ktory uwzgledniony byt w przykta-
dzie z podrozdziatu 2.1.1. Dla dzieci i mtodziezy pitci meskiej wyznacze estymator ci$nienia
skurczowego (SBP) z wykorzystaniem wygtadzonych funkcji sklejanych, ktory bedzie zale-
zal od wieku (age). Lewy rysunek 2.4 przedstawia wykres zaleznosci ci$nienia skurczowe-
go od zmiennej (age), ktora zawiera wiek dziecka wyrazony zmienna ciagla z dokladnoscia
do czesci dziesigtnych. Wywolujac procedure smooth.spline z domys$lnych parametrami,
df=40 i df=3 tworze trzy modele wyznaczajace wygladzona funkcje sklejana dla zmiennej
niezaleznej age i objasnianej SBP.

> (boys.spl <- smooth.spline(danemed$age, danemed$SBP))
Call:
smooth.spline(x = danemed$age, y = danemed$SBP)

Smoothing Parameter spar= 0.9108295 1lambda= 0.01244968 (10 iter.)
Equivalent Degrees of Freedom (Df): 10.9875

Penalized Criterion: 362251.2

GCV: 101.6346

> (boys40.spl<-smooth.spline (danemed$age, danemed$SBP, df=40))
Call:

smooth.spline(x = danemed$age, y = danemed$SBP, df = 40)

Smoothing Parameter spar= 0.5831793 1lambda= 5.345368e-05 (14 iter.)
Equivalent Degrees of Freedom (Df): 40.0064

Penalized Criterion: 358541.9

GCV: 101.9030

> (boys3.spl<-smooth.spline(danemed$age, danemed$SBP, df=3))

Call:

smooth.spline(x = danemed$age, y = danemed$SBP, df = 3)

Smoothing Parameter spar= 1.296075 lambda= 7.558774 (16 iter.)
Equivalent Degrees of Freedom (Df): 3.000394

Penalized Criterion: 369932.8

GCV: 102.3770
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Na podstawie powyzszych wynikow mozna odczyta¢ wysokosci wspdétezynnikéw wygltadzenia
dla kolejnych modeli: boys.spl df ~ 11, A = 0.012, dla boys40.spl df=40, A = 0.00005,
natomiast dla boys3.spl df=3, A =~ 7.5. Do wykresu z analizowanym podzbiorem danych
zostaly dodane trzy krzywe wygtadzone. Niebieska funkcja zostala wyznaczona z powyzsze-
go modelu dla domyslnych parametréw, czerwona dla modelu w ktérym df=40, natomiast
zielona dla df=3. Dodatkowo na podstawie prawego przeskalowanego wykresu dopasowanych
wartosci z modeli boys.spl, boys40.spl i boys3.spl, mozna zauwazy¢, ze zielona krzywa
jest niemal liniowa, niebieska krzywa jest znacznie bardziej gladka niz czerwona, ktéra cha-
rakteryzuje sie duza zmiennoscig. Dla modelu boys.spl, ktéry w poréwnaniu z pozostatymi
dwoma modelami wydaje sie by¢ najlepiej dopasowany, na rysunku 2.5 zostaly przedstawione
otrzymane reszty.

Q | | — defautticv]=>df=11 & | | — default [C.V] =>df = 11
* = —
— - - s(*,df=40) — s(*,df=40)
..... S(*,df:3) - S(*,df:3)
o
< 4 n
- -
—
5 8 5
n - 0 o
=
—
o
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—
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S
o | —
[¢°]
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Rysunek 2.4: Krzywe wygladzone dopasowane do danych.

20 40

residuals(boys.spl)

-40
L

105 110 115 120
fitted(boys.spl)

Rysunek 2.5: Uzyskane reszty dla modelu boys.spl z dopasowanymi parametrami.
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Rozdziat 3

Regresja liniowa, modele GLM
i GAM

3.1. Wprowadzenie

W tym rozdziale rozpoczynam dyskusje na temat pewnej szczegdlnej metody uczenia pod
nadzorem — metody uogélnionych modeli addytywnych (GAM), ktéra stanowi jedna z naj-
bardziej wszechstronnych procedur dla modeli regresji nieparametrycznej. Idea tej metody
jest oparta o duzo wieksza elastycznosé niz tradycyjne parametryczne metody modelowania
takie jak modele liniowe, czy uogdlnione modele liniowe, ktore zostaly krétko przedstawione
w pierwszych podrozdziatach tego rozdzialu. Ostatni podrozdzial zawiera natomiast charak-
terystyke funkcji srodowiska R, ktére sg odpowiedzialne za wyznaczanie modeli GAM oraz
przedstawia zastosowanie funkcji gam() do danych pediatrycznych danemed.

Rozdziat ten powstal w znacznej czesci na podstawie opisu teorii z dziewiatego rozdzialu
ksigzki [7], piatego rozdzialu [10] oraz artykulu [17]. Stanowi on w caloéci wprowadzenie
do modeli GAMLSS opisanych w rozdziale 4.

3.2. Modele Liniowe

Wisréd technik modelowania statystycznego jednym z najprostszych i najczesciej stosowanych
narzedzi sg modele regresji liniowej. Liniowa funkcja regresji ma postac:

Y = 0o + bz + ... + Bpapi + &, (3.1)

gdzie Y; dla i = 1,..., N sa zmiennymi losowymi objasnianymi, (z1;,...,xp;) dlai=1,..,N
sa zaobserwowanymi warto$ciami N-danych obserwacji dla P zmiennych objasniajacych.
€; to tzw. bledy lub inaczej zaklocenia, ktore dla ¢ = 1,..., N sa z zalozenia niezaleznymi
zmiennymi losowymi o tym samym rozkladzie z zerowa $rednia i staly wariancja.

Model (3.1) mozna wygodniej zapisa¢ w formie macierzowej:

Y = X8 +e, (3.2)

gdzie Y i € sa wektorami N X 1, natomiast X jest znana macierzg eksperymentu N x P,
a (3 to wektor P x 1. Nieznane wielkosci (3.2), czyli parametry 3 mozna estymowa¢ minima-
lizujac sume kwadratéow btedow:

N

ele=(Y-XB)"(Y-XB) =) & (3.3)
i=1
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Wynikiem minimalizacji (3.3) ze wzgledu na 3 jest estymator najmniejszych kwadratéw dla 3:
B=X"xX)"'xTy. (3.4)

Rozwigzanie najmniejszych kwadratéw (3.4) dostarcza estymator dla wspélezynnikéw 3, lecz
nie umozliwia przeprowadzania testéw istotnosci tych wspdtezynnikéw. Odbywa sie to z do-
datkowym zalozeniem, ze € ~ N(0,0%Iy), gdzie Iy jest N x N macierza identycznosci.
Podsumowujac, model regresji liniowej bedzie dany przez:

Y =XB+e, gdzie e~ N(0,0°Iy). (3.5)

Po uwzglednieniu faktu, ze liniowa funkcja zmiennej losowej o rozktadzie normalnym jest
zmienng losowa o rozkladzie normalnym, mozna obliczyé¢ oczekiwane wartosci w réwnaniu
(3.5) i zapisa¢ model (3.5) jako:

y ~ N(p,0%Iy), gdzie p=Xg. (3.6)

Postaé¢ (3.6) jest lepsza niz (3.5), gdyz latwiej mozna rozszerzy¢ model na rozklady inne
niz rozktad normalny. Warto zauwazy¢, ze w obu powyzszych sformutowaniach wartosci ocze-
kiwane sg warunkowane warto$ciami obserwowanymi zmiennych objasniajacych, to znaczy,
ze zmienng objasniana modeluje si¢ danymi zawartymi w znanej macierzy X. Z (3.6) mozna
wykazaé liniowy zwiazek pomiedzy érednia YV, E(Y) = p, a 2’ami.

Funkcja wiarygodnosci modelu jest prawdopodobienstwem zaobserwowania préby, wiec
w przypadku (3.6) jest postaci:

S

L(B.0%) = (210" Fexp{ - 55 (Y - XB)T(Y - XB) (3.7)

z logarytmem funkcji wiarygodnosci:

1(B,02%) = g log(2m0°) — — (Y — XB)T (Y — X13). (3.8)

1
202
Warto zauwazy¢, ze maksymalizacja log-wiarygodnosci (3.8) ze wzgledu na 3 jest rownowaz-
na minimalizacji najmniejszych kwadratéw wielkosci (Y — X3)T(Y — XB) w (3.8). Zatem
w tym przypadku estymator najwiekszej wiarygodnosci (MLE) i estymator najmniejszych
kwadratéw dla B w (3.4) sa identyczne. MLE dla o2 dany jest przez

6% = . (3.9)

MLE dla o2, 52 jest estymatorem obciazonym.
Estymatory 3 i o2 podaje sie przez podstawienie obserwowanych wartoéci y = (y1, y2, ..., yn
dla zmiennych losowych Y = (Y1, Ya, ..., Yy)7 dajac np. estymator 8 = (X7X)~ !XTy dla 8.

)T

Specyfikacja modelu

W praktyce podczas wyboru modelu liniowego mozna spotkaé sie z nastepujacymi problema-
mi:

e relacja pomiedzy zmienna objasniang i zmiennymi objasniajacymi nie ma liniowego
charakteru,

e zmienne losowe ¢; i w konsekwencji zmienna objasniana nie maja rozktadu normalnego,
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e zmienne losowe ¢; nie sa niezalezne,

e wariancja €;, a wiec takze wariancja zmiennej objasnianej nie jest stala dla wszystkich
obserwacji.

Uogolnione modele liniowe (GLM) oraz uogélnione modele addytywne (GAM) opisane w na-
stepnych podrozdziatach czeSciowo stanowia rozwiazanie dla pierwszego i drugiego problemu.
Wigkszosé powyzszych probleméw rozwigze natomiast metoda GAMLSS omawiana w roz-
dziale 4.

3.3. Uogdlnione modele liniowe (GLM)

Roéwnanie (3.6) modelu liniowego pozwala na rozszerzenie go do uogélnionych modeli linio-
wych (GLM). W uogdélnionym modelu liniowym we wzorze (3.6) rozklad normalny zmiennej
Y, jest zastapiony przez wyktadnicza rodzine rozktadéw. Ponadto zostaje wprowadzona mo-
notoniczna funkcja wigzgca g(.) (ang. link function), ktéra opisuje zwiagzek wartosci oczeki-
wanej zmiennej objasnianej Y; oznaczonej u; z liniowym predyktorem n; bedacym kombinacja
liniowa zmiennych objaéniajacych:

9(pi) = ni = x; 5. (3.10)

W formie wektorowej powyzszy zapis przyjmuje postac:

g(p) =n=X"p. (3.11)

Rozklad zmiennej losowej Y nalezy do rodziny rozkladéw wyktadniczych i moze byé zdefi-
niowany przez funkcje gestosci prawdopodobienstwa fy (y; i, ¢) postaci:

y0 — b(0)
o

gdzie E(Y) = p = b(0) i V(Y) = ¢V (), z funkcjo wariancii V(u) = b [0(n)]. Postaé
(3.12) obejmuje wiele waznych rozkltadéw, tj. rozklad normalny, Poissona, gamma, odwrotny
gaussowski, rozklad Tweedie’go (Tweedie, 1984), dla ktérych funkcja wariancji jest réwna
odpowiednio V (u) = 1, p, 2, p® i pP dla p < 0 lub p > 1, a takze dwumianowy oraz ujemny

fr (41 6) = exp { + ey, ¢)}, (3.12)

dwumianowy z funkcjami wariancji réwnymi odpowiednio V (u) = w iV(p)=p+ %

3.4. Uogdlnione modele addytywne (GAM)

Tradycyjne modele liniowe oraz uogélnione modele liniowe w wielu sytuacjach okazuja sie
narzedziem niedostatecznym, poniewaz w sytuacjach opisujacych rzeczywistosé wiele zjawisk
ma bardziej zlozony charakter. W poprzednich rozdziatach zostaly przedstawione techniki
stosowane do predefiniowania funkcji bazowych, dzieki ktérym mozna osiagaé nieliniowe es-
tymatory. W tym rozdziale zostanie wskazana alternatywa dla modeli liniowych i modeli
GLM - uogdlnione modele addytywne, w skrécie GAM, (ang. Generalized Additive Models).
Modele GAM zostaly opracowane w 1990 roku przez Trevor’a Hastie and Rob’a Tibshira-
ni. Zaproponowali oni estymacje dla wielowymiarowych zmiennych przy pomocy addytywnej
aproksymacji funkcji regresji, zastepujac liniowg funkcje zmiennych objasniajacych addytyw-
nymi funkcjami ,nieparametrycznymi”, ktore moga byé¢ estymowane np. przez wygtadzone
kubiczne funkcje sklejane.
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W terminach regresji oraz oznaczeniach z poprzednich podrozdzialéw GAM maja postaé:
E(Yi|wi1, xi2, ..., vip) = a + fi(wa) + fo(wi) + ... + fp(wip), (3.13)

gdzie o jest stala, f;, j = 1,2,..., P to nieznane funkcje j-tej zmiennej objadniajacej esty-
mowane m.in. przy pomocy regresji lokalnie wielomianowej' lub wygladzonych kubicznych
funkcji sklejanych?. Estymacja funkcji fj, odbywa si¢ wspélnie dla j = 1, ..., P przy pomocy
pewnej iteracyjnej procedury — backfitting algorithm — zwanej w literaturze [10] algorytmem
wielokrotnego dopasowania. Algorytm ten zostal opisany w rozdziale 3.5.

Przykladowo, w modelu regresji logistycznej $rednia dla zmiennej binarnej Y, up = P(Y =
1]X) jest powiazana z predyktorami za pomoca modelu regresji liniowej i funkcji logit:

log (ﬁ) =a+ fix1 + Bexs + ... + Bpxp. (3.14)
W modelu addytywnym regresji logistycznej kazdy liniowy sktadnik jest zastepowany ogol-
niejsza postacia funkcyjna:

log (ﬁ) :Oé—l—fl(wl)—i-fg(xg)—i—...—i—fp(a}p), (3.15)

gdzie f;, dla j =1,2,..., P, zgodnie z wyzej przedstawiong notacja sa nieznanymi funkcjami
wyznaczanymi za pomoca algorytmu wielokrotnego dopasowania.

Ogolnie, w modelach GAM érednia zmiennej objasnianej ¥ warunkowana zmiennymi
objasniajacymi ozn. p = E(Y]X), jest modelowana przy pomocy addytywnych funkcji fj,
j = 1,2,..., P, zmiennych obja$niajacych. Podobnie jak w GLM mozna okresli¢ funkcje g,
ktora bedzie wiaza¢ p z addytywnymi funkcjami zmiennych objasniajacych:

g(p) = a+ fi(x1) + fa(z2) + ... + fr(zp). (3.16)
Popularne przyktady funkcji wiazacych:

e g(u) = p jest tozsamosciowa funkcja wiazaca wykorzystywana w liniowych i addytyw-
nych modelach dla zmiennej wynikowej o rozktadzie Gaussa.

e g(u) = logit(p) dla modeli z binarna zmienna Y.

e g(p) = probit(u) dla modeli o dwumianowym rozkladzie prawdopodobienstwa zmiennej
Y. Probit jest to funkcja odwrotna do dystrybuanty Gaussa: probit(u) = ¢~ (u).

e g(n) = log(p) dla log-liniowych lub log-addytywnych modeli, gdzie zmienna Y ma
rozktad Poissona.

Powyzsze trzy rozklady naleza do rodziny rozkladéw wykladniczych. W modelach GAM
podobnie jak dla GLM zmienna Y nalezy do rodziny rozkladéw wyktadniczych.

W érodowisku R odpowiada za to np. funkcja loess(stats), ktéra dopasowuje lokalnie wygtadzone wie-
lomiany drugiego stopnia, [23].

2Za dopasowywanie wygladzonymi kubicznymi funkcjami sklejanymi w programie R odpowiada funkcja
smooth.splines(splines), rozdzial 2.2.

34



3.5. Wyznaczanie modelu addytywnego (GAM)

W tym podrozdziale zostanie przedstawiony modutowy schemat algorytmu, ktéry wyznacza
model addytywny. Blokowa budowa tego algorytmu w sposéb elastyczny umozliwi estymo-
wanie funkeji f;(.) wystepujacych w ponizszym wzorze (3.17) przez zastosowanie ustalonej
metody estymacji nieparametrycznej np. estymatora opartego na funkcjach sklejanych, czy es-
tymatora LOESS, [10]. W celu uproszczenia schematu algorytmu zaktadam, ze rozpatrywa-
na zmienna odpowiedzi posiada rozklad gaussowski oraz funkcja g(.) jest identyczno$ciowa
funkcja wiazaca. Dodatkowo jako metode estymacji wybieram wygtadzone kubiczne funkcje
sklejane.
Uwzgledniajac powyzsze zatozenia, addytywny model ma postaé:

P
Y, = Oé—i—ij(ﬂiij) + &4, (3.17)
Jj=1

gdzie g; jest bledem losowym o $redniej réwnej 0. Dla danych obserwacji z;; i y;,1 = 1,2,..., N,
j=1,2,.. P, kryterium sumy kwadratow z kara zawarta w sktadniku:

ali)

N fi @)ty (3.18)
b(d)
mozna zapisa¢ w nastepujacy sposéb:

N P P a(d) o
=1 7 7j=1

—t

W powyzszych wzorach (3.18) i (3.19) A; > 0 jest parametrem wygladzajacym, natomiast
[a(j),b(j)] to przedzial o) < :Egj) < :L‘éj) < ... < w%) < bYW, na ktérym jest okreslonych
N wezltéw j-tej zmiennej objasniajacej. Podane zagadnienie méwi, ze minimalizacja sumy
kwadratéw bledéw ze wspotezynnikiem kary oznacza znalezienie odpowiedniej wartosci pa-
rametru &, oraz odpowiednich P-funkcji fj(.), dla kt6rych f]() jest funkcja j-tej zmiennej
objasniajacej x;. Zostalo udowodnione [7], Ze minimum (3.19) istnieje i mozna zapisaé je w
nastepujacej postaci:

P
f(x)=a+> filz). (3.20)
Jj=1

Kazda z funkcji fj(.), ktéra estymuje odpowiednia funkcje f;(.), ma jednoznacznie wyznaczo-
ne wezlty w wartodciach ze zbioru z;;, i = 1,2,..., N. Poszukiwane funkcje nieparametrycz-
ne sa okreslone na prostej, a nie na oryginalnej przestrzeni P-wymiarowej. Tym sposobem
korzystajac z modeli addytywnych unikamy koniecznosci rozwiazywania zadania estymacji
nieparametrycznej w przestrzeni wielowymiarowe;j.

Znajdowanie f]() przebiega iteracyjnie z wykorzystaniem algorytmu wielokrotnego do-
pasowania (ang. backfitting algorithm). Przyjmuje sie, ze estymowana funkcja regresji jest
postaci:

f(x)=a+ Z fi(z;). (3.21)

Aby uniknaé niejednoznacznosci zwiazanej z wyznaczeniem stalych w modelu (3.21) nalezy
nalozy¢ dodatkowo na funkcje (3.20) i rozwiazanie (3.19) odpowiednie ograniczenia. Dla da-
nych zmiennych X i Y zostaje wprowadzony warunek Ef;(X;) = 0, ktéry pociaga za soba
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EY = «. Prébkowe odpowiedniki tych warunkéw odniesione do modelu (3.20) maja postac:

N
I > filwi) =0 (3.22)
oraz
1 N
b=~ > i (3.23)

W procesie poszukiwania rozwiazania (3.20) warunki (3.22) i (3.23) sa nakladane algorytmicz-
nie. Jezeli funkcja regresji jest postaci (3.21), to stosuje sie iteracyjny sposéb znajdowania
rozwiazania (3.19) nazywany wielokrotnym dopasowaniem. Sposéb ten polega na iteracyjnym
dopasowaniu funkcji kolejnych zmiennych objasniajacych. Nazwa — wielokrotne dopasowa-
nie — pochodzi stad, ze kazda funkcja f;(.) jest estymowana wielokrotnie za kazdym razem
na podstawie innych aktualizowanych reszt, [10]. Kroki algorytmu zostaly zapisane w postaci
nastepujacego schematu:

ALGORYTM WIELOKROTNEGO DOPASOWANIA DLA MODELU ADDYTYWNEGO:

1. INICJALIZACJA
Dla¢=1,..., N ustalamy:

1 N
~(0) _ .
A=y

oraz dla j = 1, ..., P przyjmujemy poczatkowe oceny fjgo)(.) funkcji f;(.),
(p. V() =0dlaj=1,..P, 7))
2. ITERACYJNIE
* PETLA ZEWNETRZNA:
Dla r = 0,1, ... do uzyskania zbieznosci wykonujemy:
* PIERWSZA PETLA WEWNETRZNA:
Dla j =1,2,..., P, oraz dla ustalonej metody estymacji nieparametrycznej S;
wykonujemy:
* DRUGA PETLA WEWNETRZNA:
Dlai=1,..., N wyznaczamy j-ta ocene f]()

]Ej(r) — 5 [( yi — &) — > f]gT)(:Eik))}
k#j

* KONIEC DRUGIEJ PETLI WEWNETRZNEJ.
* KONIEC PIERWSZEJ PETLI WEWNETRZNEJ.
. » T . .. . ..
Dla wyznaczonej oceny w r-tym kroku fj( ), dokonujemy jej aktualizacji:

(41 50

2 1L )
I — fj _N;fj (@ij)-

Funkcje fj wymagaja modyfikacji dopdki zmieniajg sie o mniej niz zalozony prog,
tzn. do czasu stwierdzenia zbieznosci algorytmu (lub zatrzymania go).
* KONIEC ZEWNETRZNEJ PETLI
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Warto dodad, ze jezeli rozwazamy operacje S; na calym zbiorze danych, to reprezentacje
operatora S; bedzie mozna zapisa¢ w postaci macierzy o rozmiarze N x N, (rozdzial 1.4).
Poprzez analogie ze stopniami swobody do omawianych operatoréw wygtadzajacych z roz-
dzialu 1, stopnie swobody dla j-tego czynnika beda wyznaczane ze wzoru df; = tr(S;) —1, [7].

Powyzszy algorytm dobrze spisuje sie w praktyce i jest wykorzystywany w wielu mode-
lach. W tym rozdziale zostal przedstawiony model, gdzie zmienna Y nalezala do gaussowskiej
rodziny rozkladoéw i przyjmowala identycznosciowa funkcje wigzaca. Naturalnym rozszerze-
niem tego modelu jest zastapienie funkcji wiazacej inng funkcja, oraz gaussowskiej rodziny
rozktadow przez inny rozktad. Wowczas estymacja uogélnionych modeli addytywnych bedzie
odbywac sie za pomoca odpowiedniej modyfikacji przedstawionego w ramce algorytmu wielo-
krotnego dopasowania. Pewna modyfikacje tego algorytmu wykorzystuje metoda GAMLSS,
o ktérej bedzie mowa w nastepnym rozdziale.

3.6. Uogodlnione modele addytywne w R

W tym podrozdziale scharakteryzuje sposéb konstruowania uogélnionych modeli addytyw-
nych w srodowisku R. Pokaze takze przyklad wykorzystania GAM do problemu opisanego we
wstepie pracy. Korzystajac z funkcji gam(gam) sprobuje utworzyé¢ model, ktéry pozwolitby
na estymowanie cinienie skurczowego za pomoca zmiennych wiek i wzrost.

3.6.1. Funkcje gam

Uogoélnione modele addytywne w S$rodowisku R moga by¢ wyznaczone za pomoca funkcji
gam dostepnej w bibliotece z 1990 roku o nazwie gam, ktérej autorami sa Hastie i Tibshi-
rani. Estymacja gam(gam) opiera si¢ na wykorzystywaniu iteracyjnych metod z uzyciem al-
gorytmu wielokrotnego dopasowania oraz metod wygladzajacych (,linear smoother”) opar-
tych na regresji lokalnie wielomianowej, i wygtadzonych funkcjach sklejanych. Nowsza wer-
sja tej funkcji gam jest funkcja Wood’a z 2000/2001 roku pochodzaca z biblioteki mgcv?,
ktéra wyznacza klase modeli GAM korzystajac z wygladzonych funkcji sklejanych z jed-
noczesnym automatycznym wyborem parametréw wygtadzenia®. Uogélnione modele addy-
tywne, jak wynika z nazwy, nie sg ograniczone do modeli z bltedem o rozkltadzie normal-
nym i identycznosciowa funkcja wiazaca. W obu przypadkach gam(gam) i gam(mgvc) za od-
powiednie okreslenie funkcji wiazacych i rodziny rozkladu zmiennej objasnianej, podobnie
jak w glm, odpowiada argument family. W metodach wyznaczania modeli GAM za pomo-
ca funkcji gam(gam) i gam(mgvc) wystepuja pewne réznice. Korzystajac z zamieszczonego
w http://www.mail-archive.com/r-help@stat.math.ethz.ch/msg31741.html poréwna-
nia pakietéw gam i mgcv, ponizej przedstawiam ich krotka charakterystyke.

Funkcja z pakietu gam opiera si¢ na podejéciu GAM prezentowanym w podrozdziale 3.5.
Estymacja odbywa z wykorzystaniem algorytmu wielokrotnego dopasowania. Ta wersja gam

3Nazwa, biblioteki mgev pochodzi od nazwy metody, jaka sa wybierane parametry wygladzenia maultiple
generalized cross-validation.

4Parametry wygladzenia sa estymowane razem z reszta modelu, z wykorzystaniem m.in. minimalizacji
kryterium uogélnionej walidacji krzyzowej (ang. generalized cross-validation)

~2
no

n — dfm,ori7

gdzie 62 jest estymatorem wariancji btedu, dfm.q odpowiada liczbie stopni swobody dla modelu, wtaczajac
parametryczne i wygladzone sktadniki modelu. W uogélnionych modelach addytywnych, (np. dla addytywnych
modeli regresji logistycznej) estymator rozproszenia ¢ zastepuje wariancje btedu &, [4].
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udostepnia szeroka game wygladzen — obecnie dostepna jest metoda wygladzania przy po-
mocy funkcji sklejanych oraz metoda regresji lokalnie wielomianowej. Za wygltadzanie przy
pomocy regresji lokalnie wielomianowej odpowiada sktadnik lo(), natomiast s() wspoma-
ga gam w wygtadzaniu funkcjami sklejanymi. Obie funkcje 1o() i s() zostaly wbudowane
w funkcje gam. Parametr wygtadzenia dla danego sktadnika (tj. span dla 1o(), lub df dla
s()) jest okreslony bezposrednio, a nie jak w pakiecie mgcv metoda uogélnionej walidacji
krzyzowej.

Funkcja gam() z pakietu mgcv opiera si¢ na penalized regression splines czyli w wolnym
ttumaczeniu regresji funkcji sklejanych ze wspotczynnikiem kary. Estymacja odbywa sie bez-
posrednio przez maksymalizacje wiarygodnoéci ze wspotczynnikiem kary, ktora zintegrowana
jest z estymacja parametru wygladzenia za pomoca np. kryterium GCV. Bardzo waznym
sktadnikiem w tym podejéciu jest sktadnik s(), ktéry w przeciwienstwie do swojego odpo-
wiednika zawartego w pakiecie gam, moze byé funkcja wiecej niz jednej zmiennej (mozna
wlaczaé gladkie skladniki zawierajace interakcje dwéch lub wiecej predyktoréw). W formule
modelu mozna dodawaé¢ liniowe sktadniki jak i nieparametryczne. Wiecej na temat funkcji
gam(gam) i gam(mgvc) mozna przeczytaé¢ w [4], [23].

Podsumowujac, jesli zalezy nam np. na otrzymaniu parametrycznej reprezentacji modelu,
automatycznym wyznaczeniu parametru wygladzenia i/lub zawarciu w modelu sktadnikéw
gladkich interakcji zmiennych objasniajacych, warto skorzystaé¢ z funkcji gam dostepnej w pa-
kiecie mgcv. Jesli chcemy natomiast wykorzystaé lokalnie wielomianowa regresje i preferujemy
raczej podejdcie iteracyjne, wowczas lepszy jest pakiet gam.

3.6.2. Przyklad wykorzystania funkcji gam

Metode GAM z funkcja gam (gam) sprébuje zastosowaé do problemu przedstawionego we wste-
pie pracy, a mianowicie ci$nienie skurczowe (SBP) bede chciala estymowaé na podstawie wie-
ku i wysokosci, czyli zmiennych age i height. Do analiz wybieram 6627 obserwacji ze zbioru
danemed dla o0s6b pici meskiej, wykluczajac osoby z nadwagg i otytoscia.

Wykres 3.1 przedstawia histogramy zmiennej SBP dla wybranych trzech grup wiekowych:
7, 13 i 18 lat. Pierwsze trzy wykresy zostaly utworzone dla wszystkich obserwacji z préby®.
Kolejne trzy wykresy powstaly dla tych samych grup wiekowych z uwzglednieniem obserwacji
mieszczacych sie w 1/4 — 3/4 kwartylach zmiennej height. W kazdym z tych przypadkéw
widaé, ze dane cechuja sie prawostronng skosnoscig (dodatek B.2).

Jak juz zostalo wspomniane, w modelach GAM mamy do czynienia z modelowaniem
sredniej zmiennej odpowiedzi warunkowanej zmiennymi objasniajacymi. Pozostale parame-
try rozktadu sg traktowane jako state. Natomiast zmienna odpowiedzi pochodzi z ustalonego
rozktadu nalezacego do rodziny rozkladow wyktadniczych. Rozwazajac trafnosé¢ wyboru mo-
delu GAM do analizowanego problemu, powotam sie na zrodto WHO Child Growth Standards
z 2006 roku oraz opinie autoréw metody GAMLSS — Stasinopoulos’a i Rigby’ego, ktéra zo-
stala zawarta w pracy [19]. Oba te Zrédla wskazuja GAMLSS jako odpowiednia metode do
wyznaczenia krzywych rozwoju dzieci i mlodziezy. Mozna zatem przypuszczaé, iz modele
GAM mogg nie pasowaé do rozwazanego zagadnienia.

Aby to zweryfikowaé konstruuje modele uzywajac funkcji gam z domyélng wartoscia dla pa-
rametru family=gaussian, tzn. identycznosciowa funkcja wiazaca oraz zmienng objasniang
pochodzaca z rozktadu normalnego. W dwdéch pierwszych modelach do opisania nieliniowosci
korzystam z regresji lokalnie wielomianowej zawartej w sktadniku lo. Parametry sktadnika
lo réwne degree=1 oraz degree=2 wskazuja na stopien lokalnych wielomianéw bioracych

5Do wyznaczenia odpowiednich grup wiekowych zostata wykorzystana zmienna wiek.kat, ktéra kategory-
zuje ciggla zmienng age.
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Rysunek 3.1: Histogramy zmiennej objasnianej SBP dla wybranych trzech grup wiekowych.

udzial w dopasowaniu. W kolejnych modelach zostato zastosowane wygladzanie przy pomocy
kubicznych funkcji sklejanych ze stopniami swobody df=4 oraz df=10.

> modl.gam = gam(SBP ~ lo(age,degree=1) + lo(height ,hdegree=1))
> mod2.gam = gam(SBP ~ lo(age,degree=2) + lo(height,degree=2))
> mod3.gam = gam(SBP ~ s(age,df=4) + s(height ,df=4))

> mod4.gam = gam(SBP ~ s(age,df=10) + s(height ,df=10))

Dla kazdego z modeli na rysunku 3.2 przedstawione zostaly wykresy obrazujace addytywny
wplyw zmiennych age i height na zmienna odpowiedzi SBP. Kolejne wiersze odpowiadaja
modelom: mod1.gam, mod2.gam, mod3.gam i mod4.gam. Na podstawie dwoch pierwszych mo-
deli mozna zaobserwowa¢ wzrost stopnia dopasowania modelu do danych ze wzrostem stopnia
lokalnych wielomianéw. Natomiast, poréwnujac mod3.gam i mod4.gam widaé znaczny wzrost
zmiennosci dopasowanych krzywych w przypadku zwiekszenia liczby stopni swobody.

W celu sprawdzenia adekwatnosci modeli rysuje wykresy kwantylowe, ktore sprawdzaja
normalnos$é rozktadu reszt. Na osi poziomej przedstawione zostaly kwantyle rozktadu normal-
nego odpowiadajace resztom, zas$ na osi pionowej kwantyle empiryczne dla standaryzowanych
reszt. We wszystkich modelach pojawia si¢ ten sam problem — mozna zauwazy¢ znaczne od-
stepstwa od normalnosci, co sugeruje nieadekwatnos¢ modeli, a takze upowaznia do modyfika-
¢ji modelu poprzez np. transformacje zmiennych. Lepszym sposobem na ominiecie problemow
z dopasowaniem modelu GAM jest zastosowanie modelu GAMLSS.
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na wysoko$¢ ci$nienia SBP.
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Rozdziatl 4

GAMLSS

Niniejszy rozdzial w znacznej czesci opiera sie na pracach [19], [21].

Pierwsze dwa podrozdzialy stanowig wprowadzenie do modelu GAMLSS — zawieraja cha-
rakterystyke, postac¢ i r6zne typy modelu w zaleznosci od wprowadzonych ograniczen do ogél-
nej postaci GAMLSS. Podrozdzial 4.3 zawiera opis metody estymacji, w podrozdziale 4.4
zostaly wymienione rézne metody za pomoca ktérych mozna opisywaé liniowy predyktor
modelu. Nastepny podrozdzial stanowi wprowadzenie do modeli GAMLSS w érodowisku R.
Kolejne czesci tego podrozdziatu zawieraja opis funkeji pakietu gamlss, liste dostepnych roz-
ktadéw, addytywnych sktadnikéw funkcji gamlss (), oraz kilka stéw o budowie modelu.

4.1. Co to jest GAMLSS?

Uogo6lnione modele addytywne z parametrem polozenia, skali i ksztaltu, w skrécie GAMLSS
(ang. Generalized Additive Models for Location Scale and Shape) zostaly opracowane przez
Rigby’ego i Stasinopoulos’a w 2005 roku jako elastyczna metoda majaca na celu pokonanie
niektérych ograniczen zwiazanych z uogdlnionymi modelami liniowymi oraz uogdlnionymi
modelami addytywnymi. W przeciwienstwie do popularnych metod GLM i GAM, w mode-
lach GAMLSS nie jest wymagane, by objaéniana zmienna nalezala do rodziny rozkladéw
wykladniczych. Metoda GAMLSS jest szczegdlnie przydatna, gdy zmienna zalezna jest do-
datnio Tub wjemnie skosna, leptokurtyczna lub platykurtyczna', czy tez nadmiernie rozpro-
szona oraz niejednorodna, tzn. gdy skala i ksztalt rozkladu zmiennej odpowiedzi zmienia
sie wraz ze zmiennymi objasniajacymi. Modele GAMLSS zostaly rozszerzone o mozliwosé
modelowania nie tylko $redniej ale i innych parametréw rozktadu zmiennej y (tj. wariancji,
sko$nosci lub kurtozy) wykorzystujac do tego liniowe funkcje parametryczne, addytywne nie-
parametryczne funkcje zmiennych objasniajacych lub efekty losowe. Modele GAMLSS mozna
zaliczy¢ do grupy modeli regresji typu ,semi-parametrycznego”[11]. Sa one parametryczne,
poniewaz z zalozenia wymagajg parametrycznego rozkladu zmiennej y, natomiast ich ,semi-
parametryczno$¢” wynika z mozliwosci modelowania parametrow rozktadu z wykorzystaniem
nieparametrycznych metod wygladzania funkcji.

Istnieje kilka pakietéw w érodowisku R, ktére swag metodologia i sposobem implemen-
tacji sa zblizone do pakietu gamlss. Naleza do nich m.in. scharakteryzowane w rozdziale
3 oryginalny pakiet gam oraz jego nowsza wersja mgcv. Omawiane tam metody dotycza jed-
nak modelowania wytacznie $redniej zmiennej objasnianej, ktérej rozktad nalezy do rodziny
rozktadow wykladniczych.

"Wykresy funkcji gestoéci prawdopodobiefistwa dla przyktadowych rozktadéw przedstawiaja rysunki B.1(a),
B.1(b), B.1(c), B.1(d), zawarte na koncu pracy w dodatku B.2.
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4.2. Posta¢ GAMLSS

GAMLSS zaktada, ze V i = 1,...,n obserwacje y;|0° sa niezaleine, oraz funkcja gestosci
prawdopodobienstwa f(y;|0%) jest warunkowana 6 = (615, 0o;, 035, 04;) = (i, 04, Vi, &) wekto-
rem czterech parametréw rozktadu, gdzie kazdy moze by¢ funkcjg zmiennych objasniajacych.
Oznacze Y;|0° ~ D(0Y), tzn. Y;|(wi, 0i,vi,&) ~ D(wi, 01y v4, &) niezaleznie dla i = 1,2, ..., n,
gdzie D reprezentuje rozktad Y. Do (u;, 04, v4, &) mozna odnieéé sie jak do wektora parame-
tréow rozkladu. Pierwsze dwa parametry p; i o; czesto sa charakteryzowane jako parametry
potozenia i skali, pozostale moga by¢ uznane odpowiednio za parametry ksztattu, np. skonosé
i kurtoze. Model takze moze by¢ uogélniony na wiecej niz 4 parametry.

Niech y* = (y1,¥2, ..., yn) bedzie wektorem zmiennej odpowiedzi dtugosci n. Dla k =
1,2, 3,4 niech gi(.) bedzie znana monotoniczna funkcja wiazaca parametr 6y ze zmiennymi
objasniajacymi poprzez ,semi-parametryczny” model addytywny w nastepujacy sposob:

J1
g1(p) =m; =Xu1B; + > _ hji(x;1) (4.1)
j=1
Ja
g2(0) = my = XoBy + > hja(xj2)
j=1
J3
gs(v) =m3 = X383 + Y _ hjs(xs)
j=1
Ja
94(T) =My =XuBy + Y _ hja(xj4)
=

gdzie p, o, v, 7, i xjp dla j =1,2,...,Jp i k = 1,2,3,4 sa wektorami dtugoéci n. Cztery
kolejne zmienne oznaczaja parametry rozktadu, natomiast n;, to predyktor k-tego parametru
rozkladu. Dla n;, definiuje zbiér zmiennych objasniajacych ¢, przy pomocy ktérych beda
modelowane dane parametry rozkladu zmiennej objasnianej. Nastepnie x;; to z zaloZenia
dany wektor zmiennej objasniajacej. Funkcja hjj jest nieparametryczng addytywna funkcja
zmiennej objasniajacej X oraz hji = hjr(x;1) jest wektorem, ktory stanowi warto$¢ funkcji
hjr w xji. Dodatkowo X}, dla k = 1,2,3,4 to tzw. macierze eksperymentu. Z powyzszej
postaci (4.1) modelu GAMLSS, nazywanej semi-parametryczna postacia modelu GAMLSS
bede korzysta¢ w rozdziale 5.

Ogdlna posta¢ modelu GAMLSS umozliwia wystepowanie sktadnikéw efektéw losowych?
w modelach dla u, o, v, 7. Teoria modeli z efektami losowymi wykracza znacznie poza zakres
tej pracy. Szczegdly zwiazane z ogdlna postaciag modelu GAMLSS mozna znalezé w literatu-
rze [17]. Zgodnie z artykulem [17] model GAMLSS w ogdlnej postaci jest nastepujacy:

Ji
gr(p) =m =XaB1 + D Zjvj (4.2)
j=1
Ja
gr(o) =my =XoBy + Y Zjovj
j=1

2Szczegdlowy opis modeli z efektami losowymi wraz z ciekawymi przyktadami ich zastosowan mozna znalezé
w ksiazce z 2011 roku pt. Modele liniowe z efektami stalymi, losowymi i mieszanymi, ktérej autorem jest
P. Biecek.
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J3

gk(W) =mn3=XsB3+ > _ Zj3vj3
=1

Jy

gr(T) =my = XuBy + Z 2y j4s
j=1

gdzie Z;, jest znana macierza rozmiaru n x ¢;, zmiennych objasniajacych (traktowanych jako
losowe), dla j = 1,2,..., Jg, k = 1,2,3, 4, v,;, to wektory efektéw losowych dtugodci g5 Wek-
tory te z zalozenia maja rozktad normalny ~y;;, ~ N, (0, Gj_kl), gdzie Gj_k1 jest odwracalna,
symetryczng macierza ;i X ¢k, Gjr = Gjr(Aji), ktéra zalezy od wektora hiperparametréw
Aji- Jesli Gy, jest osobliwa, wéwczas przyjmuje sie, ze 7, posiada funkcje gestosci propor-
cjonalng do exp(—%’ijijkfyjk).

Postaé¢ (4.2) modelu GAMLSS umozliwia modelowanie kazdego parametru rozktadu jako
liniowe funkcje zmiennych obja$niajacych i/lub jako liniowe funkcje skladnikéw losowych
(efekty losowe). Rzadko jednak wykonuje sie modelowanie wszystkich parametréow rozkladu
przy pomocy zmiennych objasniajacych, [17].

Z ogdblnej postaci modelu GAMLSS (4.2) po nalozeniu pewnych ograniczen mozna wy-
prowadzi¢ kilka waznych i znanych modeli. Ponizej zostaly przedstawione przyklady takich
modeli.

Niech Zj, = I, gdzie I, jest macierzg identycznosci n X n oraz Yk = h;, = hjk(xjk) dla
wszystkich kombinacji j i k (4.1). Wtedy wynikiem bedzie semi-parametryczna addytywna

formuta GAMLSS:
Jk

9k(0k) =M = XppBr + > hjr(xji), (4.3)
j=1

w skroconej notacji z 0 dla k = 1,2, 3,4 do reprezentowania wektora parametrow rozktadu
w, o, v, T (opisana wezeéniej przez (4.1)). Jesli nie ma addytywnych sktadnikéw dla wszystkich
parametréw rozktadu, wowczas jest to prosty liniowy parametryczny model GAMLSS:

9k (0r) = M = Xy B (4.4)

Model (4.3) moze by¢ rozszerzony tak, aby zawieral nieliniowe parametryczne sktadniki dla
W, O, U, T:
Jk
91(0k) = M = P (X, Be) + D by (), (4.5)
j=1

gdzie hi(.) dla k = 1,2,3,4 sa nieliniowymi funkcjami i X}, jest znana macierza n X J,;’.
Do modelu (4.5) mozna odnosi¢ sie jak do nieliniowego semi-parametrycznego addytywnego
modelu GAMLSS. Jezeli J, = 0 dla k = 1,2, 3,4, czyli dla wszystkich parametréw rozkladu
nie wystepuja addytywne skladniki, wtedy model (4.5) redukuje si¢ do nieliniowego parame-
trycznego modelu GAMLSS:

9k (Ok) = M = hi (X, Br)- (4.6)
Jesli dodatkowo hy(Xg, Br) = X{ﬂk dlai =1,2,...,nik = 1,2,3,4, wowczas (4.6) redu-

kuje sie do liniowego, parametrycznego modelu (4.4). Warto zauwazy¢, ze niektére sktadniki
w kazdym hg(Xy, fr) moga by¢ liniowe, wtedy model GAMLSS jest kombinacja liniowych
i nieliniowych parametrycznych sktadnikéw. Z tego wynika, ze do kazdej kombinacji modeli
(4.4) lub (4.6) mozna odnosi¢ si¢ jak do parametrycznego modelu GAMLSS.
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4.3. Estymacja modelu

W pracy [18] zostalo pokazane, ze nieznane wektory wspélczynnikéw 3 i wektory efektéw
losowych v, 7 = 1,2..., Jg 1 j = 1,2, 3,4 wystepujace w ogdlnej postaci modelu GAMLSS
(4.2), sa estymowane dla ustalonych Ajj, zgodnie ze struktura modelu GAMLSS przez mak-
symalizacje funkcji wiarygodnosci z karg [, dana przez:

1 p Ji

=1~ B} Z ZAjkV?ijijk7 (4.7)
k=1j=1

gdzie l = 3 log(f(yi|0")) jest logarytmem funkcji wiarygodnosci danych 6° dlai = 1,2, ..., n.
Zostato udowodnione [18], iz maksymalizacja l, moze by¢ osiagnieta przez zastosowanie al-
gorytmu wielokrotnego dopasowania. Maksymalizacja [, prowadzi do uzyskania $ciggajacej
(wygtadzajacej) macierzy S;;. Macierz ta jest wykorzystywana do aktualizowania estymatora
predyktora Z;iv,x przy pomocy algorytmu wielokrotnego dopasowania. S;; dana jest przez:

dla 7 = 1,2,...,Jy i k = 1,2,3,4, gdzie Wy jest diagonalna macierzg wag. Rdézne posta-
cie Z;, i Gji odpowiadajg réznym typom addytywnych sktadnikéw w liniowym predykto-
rze ;. Dla skladnika wygladzonych kubicznych funkeji sklejanych v, = hjg, Zj, = I, i
G = NjrKji, gdzie Kj;, jest macierzg kary. Szczegdlowy opis tych macierzy zostal zawarty
w pracy [18].

Algorytmy wyznaczania modeli GAMLSS

Maksymalizacja logarytmu funkcji wiarygodnosci z kara I, (4.7) odbywa sie z wykorzysta-
niem réznych metod obliczeniowych. Istnieja dwa podstawowe algorytmy wykorzystywane
do wyznaczenia modelu GAMLSS i maksymalizowania funkcji [,.

Pierwszy, algorytm CG jest uogélnieniem algorytmu Cole’a - Green’a (1992). Korzysta
on z pierwszych, drugich i mieszanych pochodnych funkcji wiarygodnoéci ze wzgledu na pa-
rametry @ = (u, o, v, 7). Dla wielu rozkladéw z funkcja f(y|@), parametry 6 sa ortogonalne,
czyli wartodci oczekiwane mieszanych pochodnych f(y|@) sa zerowe. W takim przypadku
lepszym rozwiazaniem jest zastosowanie algorytmu RS, ktory stanowi uogélnienie algorytmu
zaproponowanego przez Righy’ego i Stasinopoulos’a w 1996 roku. Algorytm RS nie korzysta
z wartosci oczekiwanych pochodnych mieszanych i moze by¢ z powodzeniem wykorzystywany
dla wszystkich rozkladéw zawartych w tabelach 4.2 1 4.3, chociaz czasami wolniej zbiega, [18].

Zasadniczo algorytm RS posiada zewnetrzny cykl, ktéry maksymalizuje funkcje [, ze wzgle-
duna B iv,, dlaj =1, ..., Jp w modelu dla kazdej wartodci 0y, k = 1,2, 3, 4 po kolei. Do kaz-
dego kolejnego kroku algorytmu sg uzywane obecne, aktualizowane warto$ci wszystkich wiel-
koéci. Nalezy réwniez zauwazy¢, ze algorytm RS nie jest szczegdlnym przypadkiem algorytmu
CG, poniewaz w algorytmie RS diagonalna macierz wag Wy, wystepujaca we wzorze (4.8),
jest aktualizowana w procesie dopasowywania kazdego parametru 0y, natomiast w algorytmie
CG wszystkie wagi macierzy Wy,, kK =1,2,3,4, s = 1,2, 3,4 sa wyznaczone po dopasowaniv
wszystkich 0y, k = 1,2, 3, 4. Szczegdlowy opis obu algorytméw mozna znalezé w dodatku B
pracy [18].

Podsumowujac, celem algorytméw RS i CG jest maksymalizacja funkcji l, dla ustalo-
nych wspélezynnikéw A. Dla modeli catkowicie parametrycznych (4.4) lub (4.6) algorytmy
maksymalizuja funkcje . Wybrana metoda maksymalizacji funkcji wiarygodnosci jest po-
dawana w funkcji gamlss() jako argument method. Dozwolona jest takze kombinacja obu
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algorytméw. Gléwne zalety algorytmdéw dostepnych w gamlss to modutowy charakter pro-
cedury estymacji, co umozliwia inna diagnostyke modelu dla kazdego parametru rozktadu.
Dzieki konstrukeji algorytméw RS i CG, w tatwy sposéb mozna dodawaé dodatkowe rozktady
i addytywne sktadniki, co zostalo opisane w [17]. Latwo takze znajdowane sa wartosci po-
czatkowe, ktérych wyznaczenie wymaga tylko wczesniejszego zadania wartosci poczatkowych
dla parametréow 6 = (u,o0,v,7), a nie dla parametréw 3. Ogoélnie, algorytmy RS i CG sa
uznawane za stabilne i szybkie, gdy maja dla parametru 6 zadane bardzo proste wartosci
poczatkowe (np. stale wartosci) [17].

4.4. Liniowy predyktor w GAMLSS

W ogélnym modelu GAMLSS (4.2) liniowy predyktor 1, obejmuje zaréwno liniowy X3, jak
1losowy Zjiyj;, sktadnik, j = 1,..., Ji, k = 1,2, 3,4. Parametryczna czgS¢ zawiera skladniki li-
niowe, interakcje wystepujace pomiedzy zmiennymi objasniajacymi, skladniki wielomianowe,
wymierne wielomiany oraz funkcje kawatkami wielomianowe (ze ustalonymi wezlami) zmien-
nych objasniajacych. Sktadniki Z;xv;;, w modelu (4.2) moga uwzglednia¢ m.in. wygladzajace
sktadniki, efekty losowe, jak réwniez sktadniki, ktore sa przydatne w analizie szeregow cza-
sowych. Wybrane funkcje programu R, ktére odpowiadaja za dodawanie do modelu wyzej
wymienionych sktadnikéw zostaly przedstawione w rozdziale 4.5.4.

4.5. Pakiet gamlss

Oprogramowanie odpowiadajace za wyznaczanie modeli GAMLSS zostalo zaimplementowane

jako seria pakietéw w jezyku R. Autorami oprogramowania sg M. Stasinopoulos, B. Righy

i C. Akantziliotou. Wszystkie wersje pakietéw sa dostepne pod adresem:
http://CRAN.R-project.org/.

W tej pracy korzystam z wersji 4.0-3 udostepnionej we wrzesniu 2010 roku® i skupiam sie

gltéwnie na dwoch pakietach:

e oryginalnym pakiecie gamlss dopasowujacym model GAMLSS,
e gamlss.dist zawierajacym wszystkie dostepne rodziny rozktadow.

Szczegdlowa dokumentacja dla powyzszych pakietow znajduje sie na stronie:
http://cran.r-project.org/web/packages/gamlss/index.html.

Opis pakietow i dostepnych funkcji wraz z ciekawymi przykladami ich zastosowania mozna

znalez¢ na stronie http://www.gamlss.org/ w sekcji Quick links w postaci kilku odnoénikéw

do dokumentéw pdf.

4.5.1. Roézne funkcje w pakiecie gamlss

Pakiet gamlss udostepnia wiele funkcji, ktore mozna nastepujaco pogrupowaé¢ wedtug ich
funkcjonalnosci:

e funkcje wykorzystywane do dopasowania lub zmiany modelu: gamlss (), refit (), update ()
i histDist ().

30d maja 2011 roku jest dostepna nowsza wersja 4.0-8 serii pakietéw do dopasowania modelu GAMLSS.
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e funkcje wydobywajace wlasciwosci z obiektéw klasy gamlss: AIC(), GAIC(O), coef (),
deviance(), extractAIC(), fitted(), formula(), fv(), loglLik (), 1p(), lpred(),
model.frame(), model.matrix(), predict (), print (), summary(), terms (), vcov()
i residuals (). Niektore z funkcji zaleza od parametru rozktadu, tzn. maja dodatkowy
argument what, ktéry okresla wymagana wartosé¢ parametru. Przyktadowo fitted (m1,
what = "sigma") wys$wietla dopasowane wartosci dla parametru ¢ z modelu m1.

e funkcje wykorzystywane do wyboru modelu: addterm(), dropterm(), find.hyper(),
gamlss.scope(), stepGAIC(), stepGAIC.CH(), stepGAIC.VR() i VGD().

e funkcje wykorzystywane do rysowania wykreséw lub diagnostyki: plot (), par.plot(),
pdf.plot(),Q.stats(), prof.dev(), prof.term(), rqres.plot(), show.link(), wp()
i term.plot().

e funkcje stosowane do estymacji krzywych centylowych w przypadku, gdy wystepuje
tylko jedna zmienna objasniajaca: centiles(), centiles.com(), centiles.split(),
centiles.pred(), fitted.plot().

Wiecej informacji o wymienionych funkcjach mozna odnalezé w pomocy R do pakietu gamlss
[23] lub w dostepnej literaturze [17], [20]. Przyklady zastosowania niektérych funkeji zawiera
rozdziat 5.

4.5.2. Funkcja gamlss()

Gléwna funkcja pakietu gamlss jest funkcja gamlss(), ktéra jest uzywana do dopasowania
modelu GAMLSS, i w konsekwencji odpowiada za utworzenie obiektu typu gamlss. Funk-
cja gamlss swoja budowa przypomina funkcje gam() z pakietu gam i mgcv, ale jest znacznie
bardziej elastyczna — moze dopasowywaé wiecej rozkladéw (nie tylko te nalezace do rodziny
rozkladéw wykladniczych) oraz modelowaé wszystkie parametry rozkladu za pomoca funk-
cji zmiennych objasniajacych. Obecna implementacja gamlss() pozwala na modelowanie
do czterech parametréw rozkladu zwyczajowo nazwanych mu, sigma, nu i tau.
Wywotanie funkcji:

gamlss (formula = formula(data), sigma.formula = ~1,
nu.formula = “1, tau.formula = ~1, family = NO(Q),
data = sys.parent(), weights = NULL,

contrasts = NULL, method = RS(), start.from = NULL,
mu.start = NULL, sigma.start = NULL,

nu.start = NULL, tau.start = NULL,

mu.fix = FALSE, sigma.fix = FALSE, nu.fix = FALSE,
tau.fix = FALSE, control = gamlss.control(...),
i.control = glim.control(...), ...)

Wybrane argumenty funkcji gamlss zostaly opisane w tabeli 4.1.
Formuty funkcji gamlss akceptuja wszystkie typy formut uzywanych w glm i wiekszo$é
gam, oraz dodatkowo kilka innych zawierajacych sktadniki oméwione w rozdziale 4.5.5.

4.5.3. Dostepne rozktady

W GAMLSS postaé¢ rozktadu f(y;|ps, oi,vi, 7i) przyjetego dla zmiennej odpowiedzi y moze
by¢ bardzo ogdlna. Jedynym ograniczeniem jakie istnieje w implementacji R dla GAMLSS jest
rézniczkowalno$é funkeji log f(yi|us, 0i, vi, 7;) oraz istnienie jej pierwszej pochodnej (opcjo-
nalnie drugiej i mieszanych pochodnych) ze wzgledu na kazdy z parametréw 6.
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Tabela 4.1: Argumenty funkcji gamlss (), Zrédlo: [23]
formula | formuta modelu dla mu ze zmienng objasniang po lewej stronie operatora
~ 1 zmiennymi objaéniajacymi z prawej strony oddzielonymi operato-
rem +

sigma.formula | formuta modelu dla parametru sigma; w tej samej postaci mozna zapi-
sywac¢ formuly dla parametréw nu i tau

family | definicja rozktadu zmiennej odpowiedzi; dostepnymi rozktadami sg roz-
ktady zawarte w tabelach 4.2, 4.3; domyslnie zmienna family przyjmuje
rozklad normalny (NO)

data | dane zawierajace zmienne wystepujace w modelu

weights | wektor wag
contrasts | lista kontrastow stosowana do niektérych lub wszystkich zmiennych
z modelu

method | algorytmy dla GAMLSS np. RS(), CG() lub mixed (), rozdzial 4.5.3

start.from | model GAMLSS, dla ktérego dopasowane wartoéci sa uznane jako po-
czatkowe w biezacym modelu
mu.start | wektor skalaréw wartosci poczatkowych dla parametru mu; w analogiczny
sposob mozna przekazaé wartoéci poczatkowe dla parametréow sigma, nu
itau

mu.fix | okredla czy parametr mu bedzie przyjmowal stalta warto$¢ w procesie do-
pasowania modelu; analogicznie definiuje sie okredlenie dla parametrow
sigma, nu i tau

control | parametr kontrolujacy iteracje algorytmu

Tabela 4.2 przedstawia rézne jedno-, dwu-, trzy- i czteroparametrowe rodziny ciaglych
rozktadow, ktére sa dostepne w aktualnej wersji oprogramowania, natomiast tabela 4.3 za-
wiera rozktady dyskretne. Rozklady obu tabel sg wykorzystywane jako argumenty zmiennej
gamlss.family. Szczegbélowy opis wszystkich rozkladéw mozna znalezé m.in. w [17]. Niekto-
re z ciaglych rozkltadéw zawartych w tabeli 4.2 i wykorzystywanych w rozdziale 5, zostaly
omoéwione w dodatku B.4.

Wszystkie rozklady zawarte w tabelach (4.2) i (4.3) maja funkcje o nazwie danego rozkla-
du z dodanym prefixem: d, p, q i r. Funkcje o tych nazwach oznaczaja odpowiednio: funkcje
gestosci prawdopodobienstwa, dystrybuante danego rozktadu, funkcje wyznaczajaca wartosci
kwantyli (tj. odwrotno$é dystrybuanty) dla danego rozkladu w punktach podanych jako ar-
gument tej funkcji, oraz funkcje generujaca losowe wartosci z danego rozktadu. Przyktadowo,
dla rozkladu gamma (ozn. GA) sa dostepne funkcje: dGA, pGA, qGA i rGA.

Dodatkowo kazdy rozklad posiada tzw. funkcje ,fitting”, czyli funkcje odpowiadajaca
za dopasowanie rozktadu, ktéra pomaga w procedurze wyznaczania modelu poprzez dostar-
czenie funkcji wiazacych, pierwszej i drugiej pochodnej, wartosci poczatkowych, itp. Wszyst-
kie funkcje ,fitting” jako argumenty przyjmuja funkcje wiazace dla danego parametru roz-
ktadu. Domyélne funkcje wiazace dla wszystkich rozktadéw gamlss.family sg podane odpo-
wiednio w kolumnach 3-6 tabeli (4.2) oraz w kolumnach 3-5 tabeli (4.3).
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Tabela 4.2: Rozklady ciagle realizowane w ramach pakietu gamlss (z domyslnymi funkcjami

wigzacymi). Zrddlo: [17].

nazwa rozkltadu ‘ nazwa w gamlss| u ‘ o ‘ v ‘ T
beta BEQ) logit logit - -
beta inflated (at 0) BEOI () logit log logit -
beta inflated (at 1) BEZI() logit log logit -
beta inflated (at 0 and 1) BEINF () logit logit log log
Box-Cox Cole and Green BCCG() identity | log identity | -
Box-Cox power exponential BCPE(Q) identity | log identity | log
Box-Cox-t BCT(O) identity | log identity | log
exponential EXP() log - - -
exponential Gaussowski exGAUS () identity | log log -
exponential gen. beta type 2 EGB2() identity | identity| log log
gamma GAQ) log log - -
generalized beta type 1 GB1(O) logit logit log log
generalized beta type 2 GB2(O) log identity| log log
generalized gamma GGO log log identity | -
generalized inverse Gaussian GIGQO log log identity | -
generalized y GT(O) identity | log log log
Gumbel GUQ) identity | log - -
inverse Gaussian IGQO log log - -
Johnson’s SU (u the mean) JsuQ) identity | log identity | log
Johnson’s original SU JSUo () identity | log identity | log
logistic LoO identity | log - -
log normal LOGNO() log log - -
log normal (Box-Cox) LNOQ) log log fixed -
NET NET () identity | log fixed fixed
normal NOO identity | log - -
normal family NOF QO identity | log identity | -
power exponential PEQ) identity | log log -
reverse Gumbel RGO identity | log - -
skew power exponential type 1 | SEP1() identity | log identity | log
skew power exponential type 2 | SEP2() identity | log identity | log
skew power exponential type 3 | SEP3() identity | log log log
skew power exponential type 4 | SEP4() identity | log log log
sinh-arcsinh SHASH() identity | log log log
skew t type 1 ST10 identity | log identity | log
skew t type 2 ST20) identity | log identity | log
skew t type 3 ST30) identity | log log log
skew t type 4 ST4() identity | log log log
skew t type 5 ST50) identity | log identity | log
t Family TFQO) identity | log log -
Weibull WEIQ) log log - -
Weibull (PH) WEI2() log log - -
Weibull (x the mean) WEI3() log log - -
zero adjusted 1G ZAIGQO) log log logit -
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Tabela 4.3: Rozklady dyskretne realizowane w ramach pakietu gamlss (z domy$lnymi funk-
cjami wiazacymi). Zrddlo: [17].

’ nazwa rozkltadu ‘ nazwa w gamlss| p ‘ o ‘ v
beta binomial BB() logit log -
binomial BI(O) logit - -
Delaporte DEL() log log logit
Negative Binomial type I NBI() log log -
Negative Binomial type II NBII() log log -
Poisson POQ) log - -
Poisson inverse Gaussian PIGQO) log log -
Sichel SIO log log identity
zero inflated poisson ZIPQ) log log -

4.5.4. Addytywne sktadniki

Ogélna posta¢ modelu GAMLSS (4.2) umozliwia modelowanie wszystkich parametréow roz-
ktadu u,o,v i 7 jako liniowe parametryczne funkcje, nieliniowe parametryczne lub niepara-
metryczne wygtadzone funkcje zmiennych objasniajacych czy tez sktadniki efektow losowych.
Do modelowania funkcji liniowej moze zostaé¢ uzyta notacja stosowana w modelach liniowych
1m() i uogdlnionych modelach liniowy glm(). Dla dopasowania funkcji nieliniowych lub nie-
parametrycznych funkcji gltadkich, czy efektow losowych nalezy wybraé¢ addytywny sktadnik.
Ponizsza tabela 4.4 przedstawia addytywne sktadniki funkcji realizowanych w wersji 4.0-3
pakietu gamlss.

Tabela 4.4: Addytywne skladniki udostepnione w pakiecie gamlss. Zrddio: [17].
’ addytywny skladnik ‘ nazwa w gamlss

cubic splines cs()
varying coeflicient ve()
penalized splines psO
loess 10O
fractional polynomials | £p()
power polynomials ppO)
non-linear fit nl()
random effects random ()
random effects ra()

Najpopularniejszym i najczesciej stosowanym addytywnym skladnikiem w GAMLSS jest
sktadnik cs () wykorzystywany do jednowymiarowego wygtadzania przy pomocy kubicznych
funkcji sklejanych. Funkcja cs () opieraja sie na funkcji smooth.spline () opisanej w rozdzia-
le 2.2. Ta metoda wymaga spelnienia zalozenia, ze dla modelu (4.1) funkcje h(t) sa dwukrotnie
rozniczkowalne w sposéb ciagly. Idea polega na zmaksymalizowaniu logarytmu funkcji wia-
rygodnosci [ ze skladnikiem kary postaci A [J7 [n"(t)]2dt. Rozwigzanie maksymalizacji jest
naturalng kubiczng funkcjg sklejang, a zatem moze by¢ wyrazone jako liniowa kombinacja
naturalnych bazowych kubicznych funkcji sklejanych.

Innym sktadnikiem dostepnym w gamlss jest funkcja vc (), ktéra zostata wprowadzona
w celu wlaczenia do modelu szczegdlnego rodzaju interakcji pomiedzy dwoma zmiennymi
objasniajacymi oznaczonymi r i x. Te interakcje przyjmuja postaé G(r)x, zatem liniowy
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wspotczynnik zmiennej objasniajacej x zmienia sie ze wzgledu na inng zmienng r. W pew-
nych zastosowaniach r jest zmienna okreslajaca czas. W ogdlnosci r powinna byé¢ zmienna
ciagla, a x moze by¢ ciagla lub kategoryczng zmienna. Kolejny sktadnik to ps(), czyli pena-
lized splines (tzw. P-splines), ktére sa funkcjami kawatkami wielomianowymi zdefiniowanymi
przez bazowe funkcje sklejane (B-splajny) zmiennych objasniajacych. Podejscie zastosowane
w ps() polega na tym, iz wspdlczynniki bazowych funkcji zostaly ,ukarane” aby zagwaran-
towac¢ dostateczng gtadkosé. Kolejna funkcja ozn. 1o () umozliwia korzystanie z metody wy-
gladzania przy pomocy lokalnie wygladzanych wielomianéw pierwszego lub drugiego stopnia,
a funkcja fp() jest realizacja wymiernych wielomianéw. Kombinacje liniowe funkcji pote-
gowych pp() w gamlss stuza do dopasowania modeli postaci postaci by + b1axPt + bozP? z
zadanymi wykladnikami pq, po. Funkcja n1() odpowiada za dopasowanie nieliniowego para-
metrycznego modelu umozliwiajac dopasowanie nieliniowego sktadnika razem z liniowym lub
wygtadzonym sktadnikiem. Funkcje random () oraz ra() umozliwiaja wtaczanie efektéw loso-
wych do modelu GAMLSS. Przyktadowo funkcja random () pozwala by dopasowane wartos$ci
dla predyktora, ktory jest czynnikiem grupujacym, byly ,Sciagajace” w kierunku calkowitej
sredniej. Wielkos¢é ,Sciagania” zalezy albo od parametru A lub od liczby stopni swobody df.
Obie funkcje random() i ra() dla danych parametrow A sa uzywane do oszacowania efektu
losowego 7.

Funkcja gamlss () uzywa tego samego rodzaju addytywnego algorytmu wielokrotnego do-
pasowania, jaki zostal zaimplementowany w pakiecie gam (). Powodem korzystania algorytmu
wielokrotnego dopasowania w gamlss jest to, ze latwo mozna rozszerzaé ten algorytm o doda-
wanie nowych addytywnych sktadnikéw. Kazdy addytywny sktadnik w gamlss () to w rzeczy-
wistosci dwie funkcje. Pierwsza funkcja, ktéra jest widziana przez uzytkownika, definiuje ad-
dytywny skladnik i okresla dodatkowe macierze projektu wymagane dla definiowania liniowej
czedci modelu. Przyktadowo, sktadnik cs(x) definiujacy kubiczne wygtadzone funkcje skleja-
ne dla cigglej zmiennej objasniajacej x, jest uzywany podczas okreslania macierzy projektu
dla odpowiedniego parametru rozkladu oraz dodawania liniowego sktadnika z w macierzy
projektu. Druga funkcja odpowiada za faktyczne wykonanie algorytmu wielokrotnego dopa-
sowania. Ta funkcja jest wywolywana przez gamlss.name(), gdzie name jest jedna z nazw
funkcji drugiej kolumny tabeli 4.3. tj. aktualnie dostepnych addytywnych funkcji. Odwo-
tujac sie do przyktadu sktadnika cs(x) — funkcja gamlss.cs() wykonuje dopasowanie dla
kubicznych funkcji sklejanych. Ogdlna zasada podczas wykonywania algorytmu wielokrotne-
go dopasowania w gamlss jest wlaczenie czesci liniowej addytywnych sktadnikéw do odpo-
wiedniego sktadnika macierzy projektu. Dla kubicznych splajnéw cs () zmienna objasniajaca
x jest umieszczana w liniowej macierzy z odpowiednim parametrem rozktadu i dopasowanie
wygtadzajacej funkcji odbywa sie jako odchylenie od tej czesci liniowej. Jest to réwnowazne
dopasowaniu pewnej modyfikacji algorytmu wielokrotnego dopasowania. Stopnie swobody dla
wygtadzonych addytywnych skladnikéw uznaje sie na poczatku dopasowania za dodatkowe
stopnie swobody. Na przyktad pojedyncza wygtadzona kubiczna funkcja sklejana dla = z cal-
kowita liczba stopni swobody rowna 5 powinna zostaé zapisana jako cs (x, df = 3), gdyz
2 stopnie swobody wykorzystane zostana do dopasowania stalego czynnika i liniowej czesci
modelu zmiennej objasniajacej x. To jest roznica pomiedzy funkcja s() z pakietu gam, ktéry
uzywa formuly s(x, df = 4) zakladajac, ze tylko staly skladnik zostal wybrany oddzielnie.

Przyklady dopasowania modeli GAMLSS za pomoca funkcji gamlss z addytywnymi
sktadnikami wykorzystujacymi kubiczne funkcje sklejane cs zostaly podane w rozdziale 5.
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4.5.5. Kilka sléw o budowie modelu

Ze wzgledu na elastyczno$é i szeroki zakres mozliwosci GAMLSS, procedura wyznaczania
yhajlepszego” (w pewnym sensie) modelu nie jest prostym zadaniem. Ogélnie, reprezentacje
modelu GAMLSS mozna zapisaé¢ nastepujaco: M = {D, G, T ,\}, gdzie odpowiednie sktadniki
definiuja: D - rozklad zmiennej odpowiedzi, G - zbiér funkcji wiazacych (g1, g2, 93,94) dla
parametréw (u,o,v,7), T - zbiér predyktoréw (t,,ts,t,,t7) dla (9, M6, M, n7), A - zbidr
wspotczynnikow wygtadzania.

Proces budowy modelu GAMLSS odbywa sie przez poréwnywanie wielu réznych mode-
li dla ktérych sa sprawdzane rézne kombinacje skladnikéw M = {D, G, 7 ,A}. Wnioskowanie
o korzyéciach jednego modelu nad innymi moze polega¢ albo na wybraniu pojedynczego ,,osta-
tecznego” modelu albo poprzez uérednienie wybranych modeli. W wyborze modelu GAMLSS
moga by¢ wykorzystywane rézne strategie szeroko opisywane w literaturze np. [17], [20]. Jed-
nak wazniejsze jest sprawdzenie adekwatnosci modelu w odniesieniu do kwestii merytorycz-
nych, a nie w oderwaniu od calodci. Oznacza to, ze rézne problemy moga wymagaé réznych
strategii wyboru modelu.

4.6. Podsumowanie GAMLSS

Modele GAMLSS stanowia bardzo ogoélna klasa modeli bedaca rozwiazaniem dla wielu pro-
bleméw statystycznych napotykanych do tej pory w regresji z jednowymiarowa zmienng od-
powiedzi. Modele te wprowadzaja jednolite ramy, uogdlniaja estymacje oraz wnioskowanie dla
réznych typéw modeli, ktére zostaly wprowadzone przez naukowcéw w ciggu ostatnich kilku
dekad, [18]. Moga by¢ zatem bardzo pozytecznym narzedziem do celéw edukacyjnych. Co wie-
cej, autorzy GAMLSS udoskonalili istniejace juz typy modeli rozszerzajac je o mozliwosé mo-
delowania, poza $rednia i wariancjg — dalszych parametrow rozktadu. Umozliwili korzystanie
z bardzo szerokiej rodziny rozkltadéw dla zmiennej odpowiedzi, co automatycznie powoduje
zmniejszenie niebezpieczenstwa niedopasowania rozktadu. Wazna zaleta GAMLSS jest moz-
liwos¢ okredlenia w elastyczny sposob rozktadu zmiennej odpowiedzi wlaczajac w to wysoce
skosne i/lub kurtyczne rozktady. Modele te takze pozwalaja estymowaé wszystkie parametry
rozkltadu przy pomocy szerokiej gamy réznych addytywnych skladnikéw. Potozenie, skala,
asymetria i kurtoza — kazdy z tych parametréw moze by¢ modelowany, gdy zachodzi taka po-
trzeba. Szczegdlnie zachecajacymi aspektami GAMLSS jest mozliwo$é dodawania do modelu
skladnikéw nieparametrycznych tj. wygladzen, ktére maja wiele praktycznych mozliwosci
w dopasowaniu relacji pomiedzy zmiennymi objasniajacymi i zmienng objaéniang. Algorytm
modelu GAMLSS jest szybki dla bardzo duzych i ztozonych zestawéw danych. Dzigki temu
zanim zostanie dokonany ostateczny wybor danego modelu, lub zanim uwzgledniona zosta-
nie kombinacja réznych modeli, mozna badac¢ i dopasowywaé wiele alternatywnych modeli.
Modutowy charakter algorytmu umozliwia uzytkownikom wtlaczanie nowych alternatywnych
rozktadoéw oraz nowych addytywnych sktadnikow. Dla érednich i duzych rozmiaréw danych
modele GAMLSS stanowia wyjatkowo elastyczna metoda modelowania statystycznego, [18].
Ta elastycznosé pozwala na bardziej realistyczne zalozenia dotyczace danych. Za wade mode-
lowania przy pomocy metody GAMLSS mozna uznaé fakt, iz trudno jest wybraé¢ najlepszy
model. W modelowaniu z wykorzystaniem GAMLSS ta cze$¢ wymaga najwickszego wkladu

pracy.
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Rozdziatl 5

Analiza danych medycznych z
wykorzystaniem gamlss

Celem niniejszego rozdziatu jest zastosowanie metody GAMLSS do wyznaczania wartosci
referencyjnych' wysokosci ci$nienia skurczowego. Analizy przeprowadzone w tym rozdziale
zostang wykonane na podstawie danych dla dzieci i mtodziezy plci meskiej w wieku 6.5—18.5
lat, z wykluczeniem oséb z nadwaga. Otrzymane wyniki postuza do przeliczenia wartosci ci-
énienia tetniczego na adekwatne poziomy centylowe?, ktére beda stanowié podstawe interpre-
tacji diagnostycznej ciSnienia tetniczego u dzieci i mtodziezy w Polsce.

Podrozdziatl 5.1 zawiera przeprowadzone analizy, ktére maja na celu skonstruowanie krzy-
wych centylowych oraz wyznaczenie wartosci centyli wzrostu dla danej populacji. W kolejnym
podrozdziale przedstawiona jest analiza ci$nienia skurczowego w zaleznosci od dwdch zmien-
nych objaéniajacych — wieku i wzrostu. Ostatni podrozdzial stanowi podsumowanie dwoch
poprzednich i zawiera wyniki analiz zebrane w postaci tabeli, ktéra moze stanowi¢ podstawe
diagnostyki choroby nadcisnieniowe;j.

5.1. Krzywe centylowe wzrostu dla chlopcow

Powolujac sie na opinie autoréw metody GAMLSS zawarta w pracy [7] oraz na raport WHO
Child Growth Standards: Methods and Development [24], metoda GAMLSS zostala uznana
przez WHO (Swiatowa Organizacja Zdrowia) za standardowa metode konstrukeji krzywych
rozwoju dziecka. W tym podrozdziale zastosuje zatem GAMLSS do wyznaczenia centyli wzro-
stu oraz konstrukcji krzywych centylowych dla dzieci i mtodziezy ptci meskiej. Do analiz wy-
korzystam 6672 obserwacji z bazy danych danemed ze zmienng objasniang y = height oraz
zmienng objasniajaca x = age. Analizowane dane zostaly przedstawione na rys. 5.1. Zaréwno
height jak i age sa zmiennymi ciaglymi.

Dla znanego X = z, Y bedzie modelowane przy pomocy rozktadu Box-Cox-Cole-Green’a,
oznaczanego BCCG(u,0,v), ktéry zostal zdefiniowany w dodatku B.5.3. Rozklad ten stano-
wi transformacje modelu Box’a-Cox’a w wersji wykorzystanej przez Cole’a i Green’a. Metoda
wyznaczania centyli za pomoca tego rozktadu w srodowisku medycznym znana jest pod nazwa
metody LMS, [15]. Parametry p,o i v z rozkladu BCCG (dla Y ~ BCCG(u,o0,v)) zosta-
ng tutaj wyznaczone za pomoca pewnego przypadku modelu GAMLSS (4.1) jako gladkie

"Wartoéci referencyjne/normy — wartosci, ktére sa opracowywane na podstawie analizy rozktadu staty-
stycznego wysokosci danej zmiennej w pewnej populacji uznanej za zdrowa, [12]

2Poziom/ warto$¢ centylowa analizowanej cechy — liczba wskazujaca odsetek os6b w populacji o mniejszej
wartosci cechy.
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Rysunek 5.1: Wzrost w centymetrach (height) dla chlopcéw ze wzgledu na zmienng age.

nieparametryczne funkcje x:

g1(p) = ha(z) (5.1)
92(0) = ha(z)
g3(v) = hs(z)

Zgodnie z oznaczeniami z rozdzialu 4, dla k = 1,2, 3 odpowiednie g(.) sa znanymi monoto-
nicznymi funkcjami wiazacymi, natomiast hx(x) to funkcje zmiennej x wygtadzone za pomoca
wybranych nieparametrycznych sktadnikéw. Wykorzystywana przeze mnie w tym rozdziale
metoda wygladzajaca sa kubiczne funkcje sklejane, ktore zostaly udostepnione w pakiecie
gamlss w funkcji cs (), (rozdzial 4.5.4).

Procedura modelowania sktada sie z wyboru funkcji wiazacych gi(.) oraz liczby efektyw-
nych stopni swobody dla wygladzonych kubicznych funkcji sklejanych hy(x), k = 1,2, 3, ktére
zostang oznaczone odpowiednio df,,, df,, df,. W tym przykladzie wybieram domy$lne funkcje
wiazace dla rozktadu BCCG, czyli identycznosciowa funkcje wiazaca dla p i v oraz logaryt-
miczng funkcje wiazaca dla o (aby zapewni¢ o > 0). Do wyznaczenia parametrow df),, dfs
i df, wykorzystana zostala automatyczna procedura find.hyper () oparta na numerycznej
optymalizacji funkcji optimw R, ktora ngby i Stasinopoulos zastosowali do zminimalizowania
GAIC (penalty) = —20 + penalty df, gdzie: [ — maksimum logarytmu funkcji wiarygodnosci,
penalty — kara, 1 df — catkowita liczba efektywnych stopni swobody w modelu. Korzystajac
z funkcji find.hyper nalezy byé¢ ostroznym, gdyz GAIC (penalty) moze potencjalnie mieé
wiele lokalnych minimoéw, zatem aby zapewnié¢ znalezienie minimum globalnego procedure
warto uruchomié z réznymi wartosciami poczatkowymi.

Ponizszy kod R zostal uzyty do znalezienia parametréw odpowiadajacych domyslnemu
argumentowi funkcji find.hyper (), czyli penalty=2. W funkcji cs() argument c.spar za-
pewnia, ze liczba stopni swobody jest w stanie przyja¢ mate wartosci. Parametry df,,, dfs, df,
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w ponizszym kodzie sa reprezentowane przez skladniki p[1], p[2] i p[3]. Argument par
okresla wartosci poczatkowe, natomiast lower zawiera dolne granice parametréw.

modl<-quote (gamlss (height “cs(age,df=p[1]),sigma.fo="cs(age,df=p[2]),
nu.fo="cs(age, df=p[3]),

family=BCCG, data=danemed,

control=gamlss.control (trace=FALSE)))

op<-find.hyper (model=modl, par=c(3,1,1),

+ lower=c(0.1,0.1,0.1), steps=c(0.05,0.05,0.05))

par 3 1 1 crit= 44149.17 with pen= 2

par 3.05 1 1 crit= 44146.33 with pen= 2

par 2.95 1 1 crit= 44152.21 with pen= 2

V o+ + + Vv

par 12.16354 8.447437 6.802487 crit= 44034.09 with pen= 2

Procedura trwata bardzo dilugo (ponad godzine!). Wynikowe wartosci dla parametréw df,,,
df,, df, oraz warto$¢ GAIC() zostaly zawarte odpowiednio w zmiennej op$par i op$value.
> op$par

[1] 12.16354 8.447437 6.802487

> op$value
[1] 44034.09

Otrzymane wartosci stopni swobody nie uwzgledniajg stopni swobody dla statych i liniowych
sktadnikéw. W celu uzyskania catkowitej liczby stopni swobody dla danego parametru roz-
ktadu do kazdej wartosci nalezy dodaé¢ 2 (np. calkowita liczba stopni swobody dla modelu
pto 12.16 + 2 = 14.16).

Ta sama procedura zostala uruchomiona z parametrem penalty réwnym 3 oraz log(n) =
8.8 (poniewaz n to liczba obserwacji, zatem penalty= log(6672) = 8.8). Tabela 5.1 przed-
stawia uzyskana liczbe stopni swobody z optymalizacji wykonanej z wykorzystaniem funkcji
find.hyper dla réznych wartoéci kary.

Tabela 5.1: Wartosci stopni swobody uzyskane z optymalizacji w modelu BC'CG.
penalty | df, df 5 df,
2 14.16 | 10.45 | 8.8

3 8.87 8.7 7
log(n) 6.75 | 5.71 | 4.89

Ponizsze trzy modele m2, m3, m8 zostaly utworzone w oparciu o uzyskane wartosci stopni
swobody zawarte w tabeli 5.1:

> m2<-gamlss (height “cs(age,df=12.16) ,sigma.fo="cs(age,df=8.45) ,

+ nu.fo="cs(age, df=6.8), family=BCCG,

+ data=danemed, control=gamlss.control(trace=FALSE,c.crit = 0.1))
> m3<-gamlss (height “cs(age ,df=6.87) ,sigma.fo="cs(age,df=6.7),

+ nu.fo="cs(age, df=5), family=BCCG,

+ data=danemed, control=gamlss.control (trace=FALSE,c.crit = 0.1))
> m8<-gamlss (height“cs(age,df=4.75) ,sigma.fo="cs(age,df=3.71),

+ nu.fo="cs(age, df=2.89), family=BCCG,

+ data=danemed, control=gamlss.control(trace=FALSE,c.crit = 0.1))

Rysunek 5.2 przedstawia dopasowane wartoéci otrzymane z modeli m2, m3 i m8 dla parame-
tréow rozktadu u, o, v. Dopasowanie dla u w przypadku trzech modeli jest bardzo podobne.
Dla o i v, w zalezno$ci od wielkosci kary, modele r6znig sie¢ miedzy soba. Kryterium AIC
postuzyto nam do wybrania modelu, ktéry posiada duzg liczbe stopni swobody, co przetozyto
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Rysunek 5.2: Dopasowane parametry ze wzgledu na zmienng age dla ,najlepszego” modelu
BCCG 7z parametrami wybranymi w wyniku zastosowania kryterium AIC (- - -), GAIC(3)
(—) oraz BIC (...): (a) y, (b) o, (c) v.

sie na znaczne dopasowanie do danych. Wynikowy model otrzymany za pomoca kryterium
BIC jest bardzo wygtadzony i posiada znacznie mniejszg liczbe stopni swobody w poréwna-
niu z modelem m2. Ogdlnie, mozna zaobserwowad, ze wieksza kara prowadzi do zmniejszenia
liczby stopni swobody, a tym samym do prostszego modelu z bardziej wygltadzonymi dopa-
sowanymi wartosciami dla u, o, v, czego nastepstwem sa m.in. bardziej wygladzone krzywe
centylowe. Ze wzgledu na mniejsza liczbe stopni swobody dla m8 oraz wygladzony charakter
krzywych na rysunku 5.2, mozna przypuszczaé, ze model otrzymany z wykorzystaniem kry-
terium BIC jest najlepszym wyborem. Powolujac sie na diagnostyke reszt dla modeli m2, m3
i m8 z wykorzystaniem funkcji wp, o ktorej jest mowa w dalszej czesci rozdziatu, do dalszych
analiz wybieram model m3, czyli model BCCG(8.87,8.7,7).
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Rysunek 5.3: Wykresy diagnostyczne dla reszt z modelu BCCG(8.87,8.7, 7). Kolejne wykresy
przedstawiaja reszty (a) ze wzgledu na dopasowane wartosci p, (b) ze wzgledu na zmienna
age, (c) estymator gestosci jadra, (d) wykres kwantylowy dla rozkladu normalnego.

Diagnostyke dla wybranego modelu przeprowadze wzorujac si¢ na podrozdziale 3.5 pra-
cy [19]. Wykorzystam do tego zalecane do diagnostyki reszt funkcje pakietu gamlss: plot (),
wp() oraz Q.stats().

Nastepujace wywotanie:

> plot (m3)
st ok ok sk ok ok ok sk ok ok sk ok ok ok sk ok ok sk sk ok ok sk ok ok ok sk ok ok sk sk ok ok sk ok o sk sk ok ok sk ok ok ok sk ok ok sk ok ok ok sk ok o sk sk ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok

Summary of the Quantile Residuals

mean = 0.000423349
variance = 1.000144
coef. of skewness = -0.0007645265
coef. of kurtosis = 2.977314
Filliben correlation coefficient = 0.9999099

%k %k >k %k %k %k %k %k %k Xk %k Xk %k X %k Xk %k %k %k Xk %k %k %k %k >k %k >k %k %k %k >k %k >k %k >k %k >k %k >k %k >k %k > >k > >k > >k > %k > %k % >k % %k % %k % %k % %k % % % % %

odpowiada za wypisanie pewnych parametréw statystycznych dla reszt uzyskanych z modelu
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m3, oraz tworzy zestaw wykreséw, ktore zostaly przedstawione na rysunku 5.3. Dla znormali-
zowanych kwantylowych reszt wyznaczona zostata: srednia, wariancja, wspdétczynnik sko$no-
éci i kurtozy oraz wspolczynnik korelacji Filliben’a®. Otrzymane wyniki dla tych parametréw
utwierdzaja w przekonaniu, iz reszty modelu BCCG(8.87,8.7,7) maja rozktad normalny.

Rysunek 5.3 przedstawia wykresy diagnostyczne dla znormalizowanych kwantylowych
reszt. Odpowiednio rysunki: (a) i (b) przedstawiaja reszty ze wzgledu na dopasowane wartosci
dla p i ze wzgledu na zmienna age. Dla adekwatnego modelu reszty maja jednorodna wa-
riancje i Srednig réwng zero niezaleznie od wartosci ¢;. Na tych wykresach widaé¢, ze warto$é
srednia reszt nie zalezy od ¢;, jednak wystepuja obserwacje dla ktérych reszty > 2. Rysunki
(c) i (d) dostarczaja estymator gestosci jadra i QQ-plot czyli tzw. wykres kwantylowy dla roz-
ktadu normalnego. Jest to zaleznosé pomiedzy wartosciami zmiennej, a kwantylami rozktadu
normalnego. W idealnym przypadku, jesli rozktad zmiennej jest czysto normalny, wykres ten
przedstawia linie prosta. QQ-plot nie wykazuje widocznych obserwacji odstajacych, mozna
przypuszczaé zatem, ze model stanowi adekwatne dopasowanie do danych.

Kolejne kryterium wykorzystane do diagnozy modelu w znacznym stopniu zawazyto na wy-
borze przeze mnie modelu m3 i wyzszosci tego modelu nad modelem m8.

Za pomoca nastepujacego kodu R:

> wp.diagnostyka<-wp(m3, xvar = age, n.inter = 12, ylim.worm = 0.6,
+ cex = 0.3, pch = 20)

number of missing points from plot=
number of missing points from plot=
number of missing points from plot=
number of missing points from plot=
number of missing points from plot=
number of missing points from plot=
number of missing points from plot=
number of missing points from plot=
number of missing points from plot=
number of missing points from plot=
number of missing points from plot=
number of missing points from plot=

out of 557
out of 556
out of 555
out of 557
out of 555
out of 557
out of 555
out of 556
out of 556
out of 558
out of 554
out of 556

P OORFr,r OORFr,r P, OO OO

zostaly utworzone wykresy przedstawione na rysunku 5.4. Rysunek ten obejmuje 12 wykre-
sow, ktore zostaly wyznaczone przez zmienng n.inter = 12 dla podzielonej na 12 przedzia-
6w zmiennej age, okreslonej przez xvar=age. Wykresy tego typu nazwane sa czesto worm
plot’amilub Detrended Normal QQ@Q-plot i dla danego modelu przedstawiaja doktadng diagno-
styke reszt. Uzywana tutaj funkcja wp wprowadzona zostala przez van Buuren’a i Fredriks’a
w 2001 roku. Wartosci zmiennej age zostaly podzielone na 12 sasiadujacych roztacznych réw-
nolicznych przedzialéw wiekowych. Przedzialy te zostaly wyswietlone na gérnym wykresie
rysunku 5.4. Wykres worm plot, przedstawia réznice pomiedzy obserwowanymi, a oczekiwa-

3 Wspélezynnik korelacji Fillibena r dla obserwacji X;, @ = 1,2, ..., n zdefiniowany jest jako wartoéé korelacji
pomiedzy uporzadkowanymi niemalejgco obserwacjami X;, a M;, ktére sg medianami statystyk pozycyjnych
pochodzacych ze standardowego rozktadu normalnego. Wartosé wspoétczynnika r wyznacza wzoér:

r=Cor(X,M) = Z?:l(Xi_X)(Mi—M) .

VL (X = X)2 300 (M - M)?

gdzie odpowiednio X i M oznaczaja érednig z préby X;, M;, i =1,2, ..., n.

Statystyka r mierzy zgodno$¢ z rozktadem normalnym préby X, dla i = 1,2, ..., n. Zgodno$¢ z rozkltadem
normalnym préby X;, ¢ = 1,2, ...,n znajduje odzwierciedlenie w (prawie) jednostkowej wartosci wspdtczynni-
ka r. Szczegbly dotyczace wspdlezynnika korelacji opisane zostaly przez J. Filliben’a w pracy pt. The Probability
Plot Correlation Coefficient Test for Normality, [3].
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Rysunek 5.4: Wykres worm plot reszt z modelu BCCG(8.87,8.7,7).

nymi wartosciami rozkladu normalnego w kazdym z przedzialéw wiekowych. Aby poprawnie
analizowa¢ worm plot kolejne wykresy nalezy czytaé wierszami, to znaczy od lewego dolnego
rogu do prawego gérnego. Kazdy wykres odpowiada resztom pochodzacym z obserwacji dla
danego przedzialu wiekowego. Wykresy pozwalaja na wykrywanie nieprawidlowoséci w do-
pasowanym modelu wewnatrz wyznaczonych przedzialow zmiennej age. Prawidtowa postac
wykreséw typu worm plot jest wéwczas, gdy obserwacje znajduja sie wewnatrz przedzialu
ufnosdci (95%) oznaczonego na rysunku przerywanymi liniami. Z wykreséw worm plot dla
modelu m3 mozna odczyta¢ poprawne dopasowanie dla wiekszosci danych z 12 przedziatow
wiekowych, ze sporadycznymi niedoskonaltosciami.

Powyzsze wywolanie funkcji wp zwraca takze wyniki sprawdzenia, czy wszystkie punkty
odpowiadajace 6672 obserwacjom zostaly wyswietlone na wykresie worm plot. Jak widac
4 obserwacje nie zostaly uwzglednione na wykresach z powodu znacznych odchylen wykra-
czajacych poza zakres wykresu. Taki wynik w stosunku do calej analizowanej proby daje
niewielki odsetek i jest akceptowalny.

Van Buuren i Fredriks w pracy z 2001 roku [1] do kazdego z poszczegblnych wykreséw worm
plot zaproponowali dodanie kubicznej krzywej (czerwona krzywa). Kazda krzywa kubiczna
zostaje utworzona przez wyznaczenie wspoiczynnikéw dla stalego, liniowego, kwadratowego
i szeSciennego sktadnika: ﬂo,ﬁl ﬂg i Bs. Wspodlezynniki te odpowiednio oznaczaja rdznice
miedzy empirycznymi i pochodzacymi z modelu nastepujacymi momentami dla reszt: sred-
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nia, wariancja, sko$noscia i kurtoza. Van Buuren i Fredriks podsumowali swoja interpretacje
charakteru danej krzywej kubicznej w tabeli IT [1], przytoczonej przeze mnie jako rysunek
5.5. Dla diagnostyki modelu za niedopasowane wartosci dla Bo, ,@1, Bg i Bg Van Buuren i Fre-
driks uznali wartosci przekraczajace nastepujace progowe wielkosci: 0.10,0.10,0.05 i 0.03 dla
odpowiedniego Bm 1=1,2,3,4.

Table II. Interpretation of various patterns in the worm plot.

Shape M oment If the Then the
Intercept Mean worm passes above the origin, fitted mean is too small.
worm passes below the origin, fitted mean is too large.
Slope Variance  worm has a positive slope, fitted variance is too small.
worm has a negative slope, fitted variance is too large.
Parabola Skewness worm has a U-shape, fitted distribution is too skew to the left.
worm has an inverted U-shape, fitted distribution is too skew to the right.
S-curve  Kurtosis ~ worm has an S-shape on the left bent down, tails of the fitted distribution are too light.

worm has an S-shape on the left bent up, tails of the fitted distribution are too heavy.

Rysunek 5.5: Interpretacja wykreséw typu worm plot. Zrédio: [1].

Wynikowa zmienna wp.diagnostyka zawiera w argumencie $classes przedzialy wiekowe
na jakie zostala podzielona zmienna age, natomiast $coeff podaje wspdlczynniki Gy, 31, B2

i 3.

> wp.diagnostyka

$classes
[,1] [,2]
[1,] 6.520192 7.880903
[2,] 7.880903 8.833676
[3,] 8.833676 9.832991
[4,] 9.832991 10.892539
[5,] 10.892539 12.023272
[6,] 12.023272 13.129363
[7,] 13.129363 14.128679
[8,] 14.128679 15.034908
[9,] 15.034908 15.982204
[10,] 15.982204 16.910335
[11,] 16.910335 17.712526
[12,] 17.712526 18.498289
$coef
[,1] [,2] [,3] [,4]
[1,] 0.0065537605 0.011685876 -2.159400e-03 0.0009473888
[2,] -0.0007378092 -0.016640374 3.489517e-04 -0.0050508212
[3,] 0.0159047895 0.044782280 1.419344e-06 -0.0084140617
[4,] -0.0182686541 0.004073453 -1.317826e-03 -0.0028579223
[5,] 0.0334584425 0.008808407 -2.072855e-02 -0.0083243853
[6,] -0.0878996186 -0.007076363 4.379030e-02 0.0031402124
[7,] 0.0097652825 0.070706982 -1.179238e-02 -0.0157874850
[8,] 0.0764456476 -0.030294842 -2.227285e-02 0.0117147982
[9,] -0.0216233569 0.004241510 -8.162029e-03 -0.0108142856
[10,] 0.0223375436 -0.061897555 6.827984e-04 0.0240830073
[11,] -0.0076385095 0.024858745 7.804398e-03 -0.0084797025
[12,] -0.0160408224 -0.008540688 6.684386e-03 0.0020204253
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Stosujac kryterium diagnozy wspoétczynnikéw do tabeli wp.diagnostyka$coef otrzymuje,
iz nie istnieja niedopasowania dla Bl, Bg, Bg i 34. Brak naruszen moze $wiadczy¢ o tym,
ze rozwazany model jest adekwatny dla danych w odpowiednich przedziatach wiekowych.

Testowanie normalnosci reszt z uwzglednieniem grup wiekowych moze byé¢ badane takze
przez obliczenie statystyki Q, [19]. Niech G bedzie liczba grup wiekowych i niech rg;, i =
1,2,...,n; beda resztami w grupie wiekowej g, ze Srednig 7, i odchyleniem standardowym
sq dla g = 1,2,...,G. Statystyki Zg1, Zg2, Z43, Zg4 wyznacza si¢ dla reszt dla odpowiedniej
grupy g i wykorzystuje do testu sprawdzajacego, czy reszty w grupie g majg rozktad normalny
N(0,1). Odpowiednie statystyki Zg1, Zgo to: Zg = ny Ty, Zg2 = {sa/> — [L — 2/(9ny —
9N}/{2/(9ng — 9)}'/2, natomiast Zy3 i Zy4 sa statystykami testowym dla skognoéci i kurtozy
wyznaczonymi przez D’Agostino (1990) w pracy [22].

Statystyke Q, podana przez Royston’a i Wright’a (2000) oblicza si¢ ze wzoru Q; =
Zqul Zgj, J=1,2,3,4. W swojej pracy Royston i Wright przedyskutowali przyblizony roz-
ktad statystyki Q na podstawie hipotezy zerowej méwiacej, ze reszty maja rozktad normalny.
Otrzymany poziom istotnosci powinien by¢ uznany za wskaznik nieadekwatnosci modelu, a
nie formalny test. Istotnos¢ statystyk Qi, Qo, Qs lub Q4 wskazuje mozliwe wystapienie niepra-
widlowosci odpowiednio dla parametréw modelu u, o, v i 7, ktére moga by¢ pokonane poprzez
zwiekszenie liczby stopni swobody w modelu dla danego parametru. Warto$é¢ statystyki Q w
pakiecie gamlss jest otrzymywana za pomocg funkcji Q.stats().

> Q.stats(m3, xvar = age)
> round (gstats ,3)

Z1 72 Z3 Z4 AgostinoK2 N
6.52019 to 7.96577 0.288 0.288 -0.351 0.310 0.220 607
7.96577 to 9.00342 -0.761 -0.912 0.692 -0.860 1.218 608
9.00342 to 10.1286 0.803 1.645 -0.397 0.087 0.165 605
10.1286 to 11.2676 -0.293 -1.679 -0.656 -2.283 5.641 606
11.2676 to 12.5325 -1.003 0.176 0.705 0.144 0.518 607
12.5325 to 13.7097 0.898 1.408 0.534 -0.883 1.064 606
13.7097 to 14.7364 -0.090 -0.688 -1.889 0.456 3.778 607
14.7364 to 15.7440 0.796 -0.265 0.449 -0.472 0.424 606
15.7440 to 16.7570 -0.301 0.181 0.248 2.009 4.097 607
16.7570 to 17.6276 0.307 -0.250 -0.351 -0.302 0.215 607
17.6276 to 18.4982 -0.526 0.011 0.540 0.344 0.410 606
TOTAL Q stats 4.310 9.092 6.221 11.530 17.751 6672
df for Q stats 2.129 6.149 4,001 11.000 15.001 0
p-val for Q stats 0.129 0.179 0.183 0.400 0.276 0

Kwadrat statystyki Z,; stanowi wkiad grupy wiekowej g do statystyki Q;, a tym samym
pomaga okresli¢, ktoéra z grup wiekowych przyczynia si¢ do istotnosci statystyki Q;, a wigc
w ktorych grupach wiekowych model moze byé nieadekwatny.

Zakladajac, ze liczba grup G jest wystarczajaco duza w stosunku do stopni swobody
dla danego parametru modelu, wartoéci Z,; powinny mie¢ w przyblizeniu standardowy roz-
ktad normalny pod warunkiem hipotezy zerowej, ze reszty maja rozklad N(0,1). Zgodnie
z praca [17] do interpretacji wynikow zwracanych przez funkcje Q. stats wykorzystam stwier-
dzenie, ze warto$¢ |Z,;| wieksza niz 2 wskazuje na wystepowanie niedoskonatosci w modelu.

Wartosci zawarte w tablicy zwracanej przez funkcje Q.stats sugeruja, ze w wybranym
modelu moga wystepowaé niewielkie nieprawidlowosci (szczegdlnie dla v i 7). Reszty w prze-
dzialach wiekowych (10.13,11.27) i (15.74,16.76) sa odpowiednio platykurtyczne i leptokur-
tyczne. Statystyka | Z,;| przekracza tam nieznacznie wartosé 2, co wskazuje mozliwe niedosko-
natosci modelowanego 7 w tym zakresie lub wystepowanie obserwacji odstajacych zmiennej
height. P-wartosci dla odpowiednich Q-statystyk sa odpowiednio réwne 0.129, 0.179, 0.183
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i 0.4. Pozwala to zatem przypuszczaé, ze nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej
o normalnosci rozkladu reszt.

Korzystajac z funkcji centiles i wybranego modelu BCCG(8.87,8.7,7) rysuje krzywe
centylowe wysokosci. Funkcja centiles oprécz wykresu 5.6 zwraca réwniez, jaki procent
obserwacji wyznaczonych na podstawie modelu znajduje sie ponizej/powyzej oczekiwanego
centyla podanego w argumencie cent. Rozklad ten zostal podany w tabeli 5.2. Jak widac
ponizsze wyniki potwierdzaja dobre dopasowanie modelu.
> (centiles(m3, xvar=age, points=TRUE, cent=c(5,10,25,50,75,90,95),

+ lwd.cent=c(2,2,2,2,2,2,2),
+ ylab = "height", xlab = "age"))

Tabela 5.2: Poréwnanie % obserwacji oczekiwanych i otrzymanych z modelu m3.
% obserwacji oczekiwanych | 5 10 25 50 75 90 95
% obserwacji otrzymanych | 4.95 | 9.94 | 24.49 | 50.24 | 75.15 | 89.78 | 94.89

Centile curves using BCCG Centile curves using BCCG
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Rysunek 5.6: Krzywe centylowe wysokosci dla dzieci i mltodziezy plci meskiej utworzone
na podstawie modelu BCCG(8.87,8.7,7).

Wykres 5.6 przedstawia siedem krzywych centylowych z modelu BCCG(8.87,8.7,7), ktére
zostaly uzyskane ze wzoru (5.2) z uwzglednionymi nastepujacymi centylami a: 5, 10, 25,
50, 75, 90, 95. Dla kazdego o krzywa centylowa y, ze wzgledu na z otrzymuje sie poprzez
znalezienie dopasowanych wartosci (fi, 7, 7) dla kazdego x, i podstawienie wartosci do wzoru:

) opi+ auza]l/" jezeli v # 0
Yo = S (5.2)
pexploza) jezeliv =0

gdzie z, jest a-tym kwantylem ze standardowego rozktadu normalnego.
Korzystajac z funkcji centiles.pred wyznaczam nastepujace wartodci centyli wysokosci:
5, 10, 25, 50, 75, 90, 95 dla dzieci i mtodziezy ptci meskiej w wieku 7-18:

> centyle <- centiles.pred(m3, xname="age", xvalues=seq(7,18,1),
+ data=danemed,cent=c(5,10,25,50,75,90,95))
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Tabela 5.3: Centyle wysokosci dla chtopcow (bez nadwagi).
Centyl
wiek 5 10 25 50 75 90 95

7 11572 117.54 120.52 123.73 126.86 129.61 131.22
8 121.20 123.05 126.15 129.61 133.07 136.20 138.08
9 125.85 127.86 131.27 135.11 139.01 142.57 144.73
10 | 130.28 13244 136.11 140.25 144.45 148.29 150.61
11 ] 135.39 137.58 141.28 14547 149.74 153.66 156.03
12 | 140.32 14274 146.88 151.64 156.56 161.14 163.96
13 | 145.97 148.84 153.70 159.20 164.81 169.94 173.05
14 | 152.34 155.69 161.07 166.76 172.18 176.85 179.57
15 | 159.31 162.43 167.38 172.54 177.41 181.56 183.95
16 | 164.22 166.88 171.19 175.83 180.31 184.21 186.50
17 | 167.06 169.42 173.35 177.71 182.06 185.97 188.31
18 | 168.24 170.44 17420 178.49 182.90 186.99 189.48

Wykonujac poréwnanie otrzymanych wynikéw dla chlopcéw bez nadwagi, z wynikami
opublikowanymi w [11], ktére zostaly wyznaczone dla danych danemed z wlaczeniem dzieci
z nadwaga, zauwazam, iz wartosci centyli wzrostu dla catej populacji sa nieznacznie wyzsze.
Obserwacja ta moze stanowié¢ ciekawy wniosek, ze w Polsce dzieci z nadwaga i otyloscia
charakteryzuja sie wyzsza wysokoscia ciala.

5.2. Model ci$nienia skurczowego dla chlopcéw bez nadwagi

W tym podrozdziale ci$nienie skurczowe SBP dla dzieci i mtodziezy ptci meskiej zostato ana-
lizowane z uwzglednieniem dwéch zmiennych objasniajacych: age i height. Model, ktéry
zostal wybrany w wyniku ponizszych analiz, postuzy w nastepnym rozdziale do wyznaczenia
norm cisnienia dla dzieci i mlodziezy plci meskiej. Do analiz zostaly wybrane dane ze zbioru
danemed dla chtopcow bez nadwagi w wieku 6.5 —18.5, selekcjonowane na podstawie zmiennej
bp.ref=1, bedacej wskaznikiem dla obserwacji, ktére nalezy uwzgledni¢ do obliczen centyli
ci$nienia. Zbioér ten liczy 6627 obserwacji.

Wykresy przedstawione na rysunku 5.7 zostaly utworzone z wykorzystaniem ponizszych
wywolan funkcji histDist. Przedstawiajg histogramy, dopasowane rozktady do wartosci
zmiennej SBP z préby (niebieska krzywa) oraz dopasowany parametryczny rozklad wskazany
przez argument family.

> mnNO <- histDist (SBP, family="NO", density = TRUE, main = "(a)",

+ ylim=c(0,0.04))

> mLNO <- histDist (SBP, family="LNO", density = TRUE, main = "(b)",
+ ylim=c(0,0.04))

> mBCCG <- histDist (SBP, family="BCCG", density = TRUE, main = "(c)",
+ ylim=c(0,0.04))

Poréwnujac rozktad NO z rozktadem LNO mozna sprawdzi¢, czy dane sa dodatnio sko-
éne. Natomiast rozklad BCCG umozliwia modelowanie takze rozkladéw ujemnie skognych?.
Na podstawie wykreséw mozna zauwazy¢, ze do modelowania rozkladu zmiennej SBP warto
uzy¢ 3-parametrowego rozkladu log-normalnego LN O(pu, o, v), dla ktérego kolejne parametry

4Wszystkie wymienione tutaj rozklady zostaly opisane w dodatku B.4, natomiast parametry i domyélne
funkcje wiagzace dla odpowiednich rozktadéw znajduja si¢ w tabeli 4.2.
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Rysunek 5.7: Dopasowany rozklad dla zmiennej SBP (niebieska krzywa) oraz parametrycz-
ny rozklad dla odpowiedniej rodziny rozkladéw: (a) NO, (b) LNO, (¢) BCCG, (czerwona
krzywa).

oznaczaja mediane, wariancje i sko$nosé. Aby potwierdzi¢ to przypuszczenie zostaly utwo-
rzone trzy modele, w ktérych parametr potozenia u zostal opisany przez addytywna formu-
t¢ zmiennych age i height modelowanych z wykorzystaniem kubicznych funkcji sklejanymi
z rozktadami: normalnym, log-normalnym oraz rozktadem Box-Cox-Cole-Green’a. Pozostate
parametry rozkladu dla wszystkich modeli sg stale i nie zaleza od zmiennych objasniajacych.

con <- gamlss.control ( trace = FALSE )
mod . NO<-gamlss (SBP “cs(age)+cs (height),
sigma.fo="1, data=danemed, family=NO, control =con)
mod . LNO<-gamlss (SBP " cs(age)+cs (height),

sigma.fo="1, nu.fo="1,data=danemed, family=LNO,
mod .BCCG<-gamlss (SBP "cs (age)+cs (height),

sigma.fo="1, nu.fo="1,data=danemed, family=BCCG,

control =con)

+ VvV + VvV + Vv Vv

control =con)

Skorzystatam z wartosci oryginalnego kryterium AIC z penalty=2, kryterium BIC z kara
log(6627) = 8.798907 ~ 8.8 oraz w celu sprawdzenia wrazliwo$ci modeli takze penalty=4
i penalty=8°. Opierajac sie na wynikach kryterium GAIC zawartych w tabeli 5.1 do mode-
lowania zmiennej y =SBP zostal wybrany rozklad log-normalny.

Tabela 5.4: Wyniki kryterium GAIC.

model ‘ AIC (penalty=2) ‘ penalty=4 ‘ penalty=8 ‘ BIC (penalty=8.8) ‘
mod .NO 49024.74 49044.74 | 49084.74 49092.73

mod .LNO 48831.74 48851.74 | 48891.74 48899.73

mod . BCCG 48829.82 48851.82 | 48895.82 48904 .61

Po wybraniu rodziny rozkladéw kolejnym zadaniem bylo jak najlepiej dopasowaé¢ addy-
tywne skladniki modelu GAMLSS, ktére opisza parametry zmiennej y. Dla zmiennych obja-
$niajacych age i height oznaczonych odpowiednio przez z1 i o oraz zmiennej objaénianej
y =SBP z rozkladem LNO zagadnienie jest nastepujace:

log(p) = hy(x1) + ha(x2)
log(o) = hs(x1) + ha(x2)

(5.3)

Wybér wartoéci k = 8 do wyboru najlepszego modelu zostal zasugerowany w artykule [15].
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gdzie ¢ — stata. Parametry p i o rozkladu LNO z logarytmiczng funkcja wiazacg, wstepnie chce
modelowaé nieparametrycznie jako funkcje zmiennych objasniajacych, natomiast wspdtczyn-
nik skosnosci, czyli v dla rozkltadu LNO(u, 0, v) jest ustalony. Do opisania formuly dla p i o
korzystam z funkcji cs () postepujac zgodnie z metodyka wygltadzania kubicznymi funkcjami
sklejanymi. Ztozono$é¢ kazdej krzywej kubicznej jest zdefiniowana w kategoriach efektywnych
stopni swobody, gdzie w konwencji R stopien swobody rowny 0 odpowiada liniowemu sktadni-
kowi, podczas gdy wieksza liczba stopni swobody wskazuje na coraz bardziej ztozona krzywa.
Efektywne stopnie swobody wyznaczam z uzyciem procedury optim() oraz funkcji GAIC()
stosujac kryterium AIC (k = 2) jak i BIC (k ~ 8.8).

> fnl <- function(p) AIC(gamlss(SBP ~ cs(age, df = p[1]) +

+ cs(height ,df=p[2]),

+ sigma.fo = “cs(age, df = p[3]) + cs(height, df = pl[4]),

+ nu.fix=TRUE, nu.start=pl[5],

+ data = danemed,

+ family=LNO, control = gamlss.control(trace=FALSE,c.crit = 0.1)),
+ k=2)

> opAIC <- optim(par = c¢(5,5,5,5,0), fnl, method = "L-BFGS-B",

+ lower = ¢(0.1,0.1,0.1,0.1,-2),

+ upper = c(13,13,13,13,2))

> opAICS$par

[1] 8.8174258 2.5393365 2.0143224 2.1175887 0.2173152

> fn2 <- function(p) AIC(gamlss(SBP ~ cs(age, df = p[1]) +

+ cs(height ,df=p[2]),

+ sigma.fo = “cs(age, df = p[3]) + cs(height, df = pl[4]),

+ nu.fix=TRUE, nu.start=p[5],

+ data = danemed,

+ family=LNO, control = gamlss.control(trace=FALSE,c.crit = 0.1)),
+ k=log(length (age)))

> opBIC <- optim(par = c(3,3,3,3,3,0), fn2, method = "L-BFGS-B",
+ lower = c¢(0.1,0.1,0.1,0.1,-2),

+ upper = c(7,7,7,7,2))

> opBIC$par

[1] 2.9007598 0.1000000 0.1756228 0.1000000 0.2082036

Wedtug kryterium AIC dla najlepszego modelu dla p liczba stopni swobody wygtadzen
stanowi sume 8.82 ~ 9 oraz 2.54 ~ 3. Nalezy podkredli¢, ze 12 stopni swobody tego dopa-
sowania odnosi si¢ do dodatkowych stopni swobody, tzn. pomniejszonych o liniowe i state
sktadniki. Po dopasowaniu stalej i liniowej czesci modelu calkowita liczba stopni swobody
dla p jest réwna 12 + 2 4 2 = 16.

Uwzgledniajac kryterium BIC, dla parametru rozktadu g najlepszy model dla sktadnika
wygladzenia posiada 2.9 ~ 3 stopnie swobody (catkowita liczba stopni swobody to 3+2+42 =
7). Warto$ci df bliskie 0 wskazuja, ze wplyw odpowiedniej zmiennej na zmienng y prawdo-
podobnie jest liniowy. Zatem w powyzszym przypadku mozna zastapi¢ sktadnik cs(height)
sktadnikiem height. Po uwzglednieniu liniowego wplywu zmiennej height na p i o zmiennej
objasnianej, wywotanie funkcji optim zostato powtérzone. Kierujac sie kryteriami BIC i AIC
zostaly otrzymane nastepujace modele mBIC, mAIC:

mBIC <- gamlss(SBP ~ cs(age, df = 2.89)+height,

sigma.fo = “cs(age,df=0.72)+height, nu.fix=TRUE, nu.start=0.2077279,
family=LNO, data = danemed)

mAIC <- gamlss(SBP ~ cs(age, df = 8.82)+cs(height, df = 2.54),
sigma.fo = “cs(age ,df=2.01) + cs(height, df = 2.11),

nu.fix=TRUE, nu.start=0.2173152, family=LNO, data = danemed)

+ 4+ V + + Vv
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Rysunek 5.8: Dopasowane wartoéci dla addytywnych sktadnikéw dla modeli mAIC i mBIC.

Na podstawie wykreséw 5.8, ktére zostaly utworzone za pomoca funkcji term.plot® moz-
na ocenié¢, w jaki sposéb poszczegdlne sktadniki regresji dla odpowiedniej zmiennej wplywaja
na zmienna objasniang. Model mAIC dla p wydaje sie¢ by¢ nadmiernie dopasowany do danych
— jest to typowe zachowanie AIC. Model mBIC otrzymany w wyniku zastosowania kryterium
BIC dla parametru p jest catkiem dobrze dopasowany. W obu przypadkach modeli dla o
przedzialy ufnosci sg bardzo szerokie. Ta obserwacja sugeruje, ze korzystniej bytoby przybli-
za¢ wariancje za pomoca statego lub liniowego skladnika, zamiast za pomoca addytywnego
sktadnika kubicznych funkcji sklejanych zmiennych age i height.

W nastepnej kolejnosci konstruuje modele:”

sigma.fo = 71,
nu.fix=TRUE,
data = danemed,
sigma.fo = Tage,
nu.fix=TRUE, nu.

+ 4+ V + 4+ 4V

ml<-gamlss (SBP"cs (age,

m2<-gamlss (SBP~cs (age,

df =

nu.start=-0.1787564,

family=LNO)
e

start=0.1766871,

3) + height,

3) + height,

SFunkcja term.plot w pakiecie gamlss wykonuje to samo, co funkcja plot z pakietu mgcv, czyli rysuje
addytywne wygtadzone sktadniki dla dowolnego parametru rozkltadu zmiennej objasniane;j.
"W tych modelach staly sktadnik dla nu zostal wyznaczony przy pomocy procedury optim().
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data = danemed, family=LNO)
m3<-gamlss (SBP"cs(age, df = 3) + height,
sigma.fo = “height,
nu.fix=TRUE, nu.start=0.1648639,
data = danemed, family=LNO)
m5<-gamlss (SBP “cs(age, df = 3) + height,
sigma.fo = “cs(age,df=3),
nu.fix=TRUE, nu.start=0.2248048 ,
data = danemed, family=LNO)
m6<-gamlss (SBP"cs(age, df = 3) + height,
sigma.fo = “cs(height ,df=3),
nu.fix=TRUE, nu.start= 0.2121624,
data = danemed, family=LNO)
AIC(m1,m2,m3,m5,m6)
daf AIC
m6é 10.999978 48794.71
mb 11.001508 48794.74
m3 8.000753 48803.10
m2 8.000753 48804.08
ml 7.000754 48832.22
> AIC(ml1,m2,m3,m5,m6,k=8)
daf AIC
m3 8.000753 48851.11
m2 8.000753 48852.09
m6 10.999978 48860.71
mb 11.001508 48860.75
ml 7.000754 48874.23
> AIC(ml,m2,m3,m5,m6,k=1log(length(age)))
df AIC
m3 8.000753 48857.50
m2 8.000753 48858.48
m6é 10.999978 48869.50
mb 11.001508 48869.54
ml 7.000754 48879.82

V+ 4+ +V o+ ++V o+ o+ +Vo+

Kierujac si¢ kryterium BIC oraz GAIC(8) ostatecznie wybieram model m3:

SBP .boys<-gamlss (SBP"cs(age, df = 3) + height,
sigma.fo = “height,

nu.fix=TRUE, nu.start=0.1648639,

data = danemed, family=LNO)

+ 4+ + Vv

Z wykorzystaniem funkcji prof .dev wywolanej dla modelu SBP.boys z naste¢pujacymi para-
metrami:

> prof.dev(SBP.boys,"nu" ,min=-1,max=1,step=0.05)

K ok ok ok K K K K K K K K ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk sk ok ok ok o ok K ok ok ok ok ok K K K K K K K K K K K K ok ok ok ok ok ok ok >k >k >k >k >k >k %
Best estimate of the fixed parameter is 0.15

with a Global Deviance equal to 48787.12 at position 24

A 95 J Confidence interval is: ( -0.04064889 , 0.3705185 )

ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok 3k 3k ok 3k 3k 3k kK ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok >k sk k k *

> prof.dev(SBP.boys,"nu",min=-0.2,max=0.45,step=0.02)

%k %k %k %k %k 3k %k % %k X %k X %k X %k Xk %k Xk %k Xk %k %k %k %k %k %k >k %k >k %k >k %k >k %k >k %k > %k > %k > %k > %k 3% >k % %k > %k > >k > >k % % % %k % %k % % % % %k %k *x

Best estimate of the fixed parameter is 0.16
with a Global Deviance equal to 48787.1 at position 19
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A 95 Y Confidence interval is: ( -0.04105424 , 0.3712613 )
sk ok ok ok ok ok ok sk sk ok ok ok ok ok sk sk ok ok ok ok ok % sk sk ok ok ok ok % s sk ok ok ok ok ok s sk ok ok ok ok %k %k s sk ok ok ok 3k % sk ok ok ok ok k % k ok ok k K %

zostal utworzony wykres profilowanej globalnej dewiancji (rys. 5.9). Funkcja ta wyznaczylta
takze 95% przedzial ufnosci dla statego parametru v, ktéry wyniést (—0.041,0.37).
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Rysunek 5.9: Wykres profilowanej dewiancji dla v dla dopasowanego modelu SBP.boys.
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Rysunek 5.10: Dopasowane wartosci dla addytywnych sktadnikéw modelu SBP.boys.

> summary (SBP.boys)
K ok oK ok K oK K oK K oK K oK ok oK ok oK oK K oK K oK K oK K oK oK oK ok oK ok K ok K oK K oK K oK o oK ok oK ok oK ok K oK K oK K oK K oK ok oK ok oK ok K oK K oK K oK ok ok
Family: c("LNO", "Box-Cox")

Call:

gamlss (formula = SBP ~ cs(age, df=3) + height, sigma.formula="height,
family = LNO, data = dane.ch, nu.start = 0.1648639, nu.fix = TRUE)
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Fitting method: RS ()

Mu link function: identity
Mu Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t])

(Intercept) 6.284043 0.0296527 211.92 0.000e+00
cs(age, df = 3) 0.021236 0.0018709 11.35 1.376e-29
height 0.003435 0.0003253 10.56 7.414e-26
Sigma link function: 1log
Sigma Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) -2.133576 0.0690567 -30.896 6.275e-196
height 0.003010 0.0004369 6.889 6.147e-12

Nu parameter is fixed
Nu = 0.1648639
No. of observations in the fit: 6627
Degrees of Freedom for the fit: 8.000753
Residual Deg. of Freedom: 6618.999
at cycle: 4

Global Deviance: 48787 .1
AIC: 48803.1
BIC: 48857 .5

%k %k >k 5k %k 5k >k 5k %k %k %k >k %k >k %k Xk %k %k %k %k %k %k >k %k >k %k >k %k >k %k >k %k >k %k >k %k >k >k >k >k >k %k > >k > >k % %k 5% %k > >k 5% >k % >k % %k % %k % %k % % %k % *x

Podsumowujac, ostatecznie wybrany model jest postaci:

log(p) = 6.284043 + 0.021236 * cs(age, df = 4) + 0.003435 * height
log(c') = —2.133576 + 0.003010 * height (5.4)
v = 0.1648639.

Jest to model semi-parametryczny zmiennej age, dla ktérej zostaly uzyte nieparametryczne
metody wygladzania kubicznymi funkcjami sklejanymi z 3 efektywnymi stopniami swobo-
dy. Liczba efektywnych stopni swobody, ktore zostaly wykorzystane w powyzszym modelu
do modelowania p z uzyciem zmiennej age, jest réwna 5 (jeden dla statego, jeden dla liniowe-
go skladnika, oraz 3 dla wygladzenia). Warto tutaj zwrécié¢ uwage, ze notacja gamlss () rézni
si¢ od tej z gam(), gdzie rownowazna formuta modelu dla p bylby zapisana ze sktadnikiem
s (age,4)+height.
Dopasowanie modelu sprawdzam przy pomocy wykreséow dla reszt:

> plot (SBP.boys)
sk ok ok ok K ok ok ok o ok ok K ok ok ok K ok ok oK ok ok ok K ok ok K ok ok ok K ok ok ok ok ok K ok ok ok K ok ok K o ok ok K ok ok ok ok ok K ok ok ok K ok ok K o ok K K

Summary of the Quantile Residuals

mean = -1.676737e-05
variance = 1.000151
coef. of skewness = -0.006101541
coef. of kurtosis = 3.234984

Filliben correlation coefficient 0.9993987
sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok sk ok sk ok ok ok % ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok sk ok s ok ok ok ok % ok K ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok K ok K ok
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Wykres 5.11 przedstawia diagnostyke reszt. Z wykreséw mozna odczytad, iz wystepuja 3 znacz-
nie odstajace obserwacje. Poza tym nie wida¢ duzych odstepstw od normalnoéci.
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Rysunek 5.11: Wykresy diagnostyczne dla reszt z modelu SBP.boys, przedstawiajace reszty
(a) ze wzgledu na dopasowane wartosci u, (b) ze wzgledu na indeks obserwacji, (c) estymator
gestosci jadra, (d) wykres kwantylowy dla rozkladu normalnego.

Reszty z modelu sprawdzam takze korzystajac z wykreséw worm plot. Rysunki 5.12 od-
powiednio pokazujg réznice pomiedzy obserwowanymi, a oczekiwanymi warto$ciami rozktadu
normalnego w kazdej z 4 grup wiekowych (gérny wykres) i w 4 grupach wzrostowych (dolny
wykres).

Dodatkowo sprawdzam jaki procent obserwacji z proby miesci sie pod nastepujacymi
wygtadzonymi centylami: 50, 90, 95, 99 uwzgledniajac wszystkie grupy wiekowe razem oraz
poszczegdlne kategorie wiekowe osobno. Dla calej proby wyniki zostaly zawarte w tabeli 5.5.
Procentowy rozklad przedstawiony w tejze tabeli wyglada zadowalajaco, poniewaz réznica
w dopasowaniu nie przekracza 0.4. Wykresy rysunku 5.13 przedstawiaja wyniki odchylen od
oczekiwanych centyli (oznaczonych pozioma linia) dla poszczegdlnych kategorii wiekowych
(oznaczonych kropkami). W tym podejsciu mozna zauwazy¢ wieksze réznice (np. dla grupy
10 latkéw ponizej 50 centyla znajduje sie tylko 45 procent obserwowanych oséb). Analizujac
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Rysunek 5.12: Wykresy worm plot reszt z modelu SBP.boys; kolejne wykresy odpowiadaja
(a) 4 grupom wiekowym, (b) 4 przedzialom wzrostowym.

wykresy nalezy pamietaé, ze w poszczegdlnych podgrupach odchylenia sg rzecza naturalna.
y y y pamigtac, p golnych podgrup y q q a

Tabela 5.5: Poréwnanie % obserwacji oczekiwanych i otrzymanych z modelu SBP.boys.
% obserwacji oczekiwanych 50 90 95 99
% obserwacji otrzymanych | 50.35 | 89.84 | 95.15 | 98.86
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Rysunek 5.13: Dopasowanie modelu SBP.boys w poszczegdlnych kategoriach wiekowych.

Korzystajac z wynikéw uzyskanych podczas poprzedniego testu (wyznaczytam liczbe ob-
serwacji, dla ktorych procent obserwacji z proby miesci sie pod wygladzonymi centylami

50,90, 95,99) dodatkowo sprawdzam dopasowanie modelu testem p.adjust [23] do zlozonej
hipotezy:

> pl<-prop.test (3337,6627,0.50)

> pl$p.val

[1] 0.5720287

> p2<-prop.test (5954,6627,0.90)

> p2%p.val

[1] 0.6882148

> p3<-prop.test (6306,6627,0.95)

> p3%p.val

[1] 0.5787741

> p4<-prop.test (6552,6627,p=0.99)
> p4%p.val

[1] 0.3095959

> p.adjust (p=c(pl$p.val,p28p.val,p3$p.val,ps4$p.val),
+ method = "bonferroni")

[1] 1 1 1 1

Powyzszy test nie wykazuje istotnych statystycznych réznic.

Opierajac sie¢ na powyzszej diagnostyce i testach wykonanych dla modelu SBP.boys stwier-
dzam, ze wybrany model dobrze opisuje ci$nienie skurczowe dla analizowanej grupy oséb.
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5.3. Podsumowanie

W tym podrozdziale korzystajac z modelu SBP.boys oraz z wyznaczonych w podrozdziale
5.1 centyli wysokoéci wykonalam niezbedne obliczenia w celu wyznaczenia centyli ci$nienia
skurczowego w zaleznosci od dwéch zmiennych: wiek i wzrost. Do wykonania tych obliczen
wykorzystalam funkcje predict.gamlss oraz qLNO, [23]. Otrzymane wyniki przedstawilam
w tabeli 5.6. Kolumna wzrost w tych tabelach zawiera centyle wysokosci dla danej grupy
wiekowej (sa to kolejno centyle: 5, 10, 25, 50, 75, 90, 95). Wyniki zawarte w tabeli 5.6 mo-
ga stanowié¢ zakres referencyjny wysokosci cisnienia w sprawowaniu opieki profilaktycznej,
diagnostyce oraz leczeniu dzieci i mtodziezy ptci meskiej w wieku 7-18 lat.

Wartosci referencyjne cisnienia skurczowego i rozkurczowego dla dzieci i mlodziezy pici
zenskiej i meskiej (z wykluczeniem os6b z nadwaga i otyloscia), ktére wyznaczylam wykonujac
podobne analizy w oparciu o baze danych danemed powiekszong o przypadki osé6b w wieku
6 i 19 lat mozna bedzie niebawem znalez¢ w artykule Oscillometric blood pressure percentiles
for Polish normal-weight school-aged children and adolescents, [13].
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Tabela 5.6: Centyle cisnienia skurczowego wedlug wieku i wysokosci ciata dla dzieci i mlo-
dziezy plci meskiej w Polsce (bez nadwagi).
’ wiek ‘\NZFOSt‘ 50 centyl‘ 90 centyl | 95 centyl | 99 centyl

7 116 99 109 112 118
118 99 110 113 119
121 100 110 113 120
124 100 111 114 120
127 101 112 115 121
130 101 112 115 122
131 101 112 116 122
8 121 100 110 114 120
123 100 111 114 120
126 101 111 115 121
130 101 112 115 122
133 102 113 116 123
136 102 114 117 124
138 102 114 117 124
9 126 101 112 115 121
128 101 112 115 122
131 102 113 116 123
135 102 114 117 124
139 103 114 118 125
143 103 115 119 126
145 104 116 119 126
10 130 102 113 116 123
132 102 113 117 123
136 103 114 118 124
140 103 115 119 125
144 104 116 120 127
148 105 117 121 128
151 105 117 121 128
11 135 103 115 118 125
138 103 115 118 125
141 104 116 119 126
145 105 117 120 127
150 105 118 121 128
154 106 119 122 130
156 107 119 123 130
12 140 105 116 120 127
143 105 117 120 127
147 106 118 121 129
152 107 119 123 130
157 107 120 124 131
161 108 121 125 133
164 109 122 126 133
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’ wiek ‘\NZPOSt 50 centyl | 90 centyl | 95 centyl | 99 centyl

13 146 107 119 123 130
149 107 120 123 131
154 108 121 125 132
159 109 122 126 133
165 110 123 127 135
170 111 125 129 137
173 111 125 129 137
14 152 110 122 126 134
156 110 123 127 135
161 111 124 128 136
167 112 126 130 138
172 113 127 131 139
177 114 128 132 141
180 114 129 133 142
15 159 113 126 130 138
162 113 127 131 139
167 114 128 132 140
173 115 129 134 142
177 116 131 135 143
182 117 132 136 145
184 117 132 137 145
16 164 115 129 133 141
167 116 130 134 142
171 117 131 135 143
176 117 132 136 145
180 118 133 137 146
184 119 134 138 147
186 119 135 139 148
17 167 117 131 135 143
169 117 131 136 144
173 118 132 137 145
178 119 134 138 147
182 120 135 139 148
186 120 136 140 149
188 121 136 141 150
18 168 118 132 137 145
170 118 133 137 146
174 119 134 138 147
178 120 135 139 148
183 121 136 140 149
187 122 137 142 151
189 122 138 142 152
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Dodatek A

Opis danych danemed

W niniejszej pracy do analiz zostala wykorzystana baza danych z udzialem ponad 17500
dzieci i mtodziezy w wieku 6.5 - 18.5 lat. Dane te pochodza z projektu OLAF , Opracowanie
norm cidnienia tetniczego dla populacji dzieci i mtodziezy w Polsce-PL0080” prowadzone-
go przez zespol badaczy z Instytutu ,,Pomnik — Centrum Zdrowia Dziecka” w Warszawie,
we wspOlpracy z badaczami z catego kraju. Na potrzebe projektu OLAF zostaly one zebra-
ne w latach 2007-2009 na terenie calego kraju w 416 szkotach podstawowych, gimnazjach
i szkotach ponadgimnazjalnych, zatem stanowia reprezentatywna prébe dla calej krajowej
populacji [12].

Dane o nazwie danemed, z ktérych korzystam w niniejszej pracy zostaly odpowiednio
przygotowana przez doktora Zbigniewa Kulage poprzez usuniecie rekordéow zawierajacych
dane dzieci ponizej 6.5 i powyzej 18.5 roku zycia, oraz rekordy tych dzieci, ktore zostalty
uznane za chore. Kryteria wykluczen z analiz zostaly szczegbélowo opisane w [13]. Kazda
obserwacja danych danemed dotyczy jednego ucznia i zawiera informacje np. o wysokosci
ci$nienia skurczowego (SBP), rozkurczowego (DBP), wieku (age) lub wysokosci ciala (height).
Wszystkie zmienne bazy danemed wraz z opisem zostaly przedstawione w tabeli A.1.

Tabela A.1: Zmienne bazy danych danemed
nazwa zmiennej | opis

1D unikalny identyfikator danej osoby biorgcej udzial w badaniu

sex 1 — chlopcy, 2 — dziewczeta

age wiek wyznaczony jako réznica daty pomiaru ci$nienia i daty urodzenia

wiek.kat grupa wiekowa do ktorej zalicza sie dana osoba

bp.ref 1 — rekordy do wyliczenia centyli ci$nienia, 9 — rekordy, ktére nie
nalezy uwzglednia¢ w wyznaczeniu centyli ci$nienia

height wysokos$¢ ciata (cm)

weight waga (kg)

SBP wysoko$¢ ci$nienia skurczowego (mmHg) wyznaczona jako $red-

nia z drugiego i trzeciego pomiaru, ktoére byly pobierane w 15-
minutowych odstepach czasu

BMI warto$¢ BMI (body mass index)

DBP wysoko$¢ cisnienia rozkurczowego (mmHg) wyznaczona jako $red-
nia z drugiego i trzeciego pomiaru, ktoére byly pobierane w 15-
minutowych odstepach czasu

nadwaga 0 — bez nadwagi, 1 — nadwaga
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Dodatek B

Wybrane definicje

B.1. Kryteria informacyjne — AIC i BIC

W kontekscie klasy modeli szacowanych za pomoca metody najwiekszej wiarygodnosci defi-
niuje sie kryteria informacyjne pozwalajace porownywaé jakosé réznych modeli dla zmiennej
zaleznej. Konwencja, ktéra zostata przyjeta dla tych modeli uznaje za najlepszy ten model,
dla ktorego wartoéé¢ kryterium informacyjnego jest najnizsza. Najpopularniejszymi kryteriami
informacyjnymi jest kryterium informacyjne Akaike’go, AIC (ang. Akaike Information Cri-
terion) oraz Bayesowskie kryterium informacyjne, BIC (ang. Bayes Information Criterion).

Odpowiednie wzory dla kryteriéw sa nastepujace:

AIC = 2K — 2,

BIC = K In(N) — 21,

gdzie [ jest logarytmem funkcji wiarygodnosci dla oszacowanego wektora parametrow, K jest
liczbg parametréw w modelu, a N liczba obserwacji.

Na og6t model o wickszej liczbie predyktoréw daje dokladniejsze przewidywania, jednak
ma tez wiekszg sktonnos$¢ do przeuczenia. W przypadku AIC czynnik 2K odgrywa role kary
jaka trzeba poniesé¢ za dolgczenie nowych zmiennych do modelu i ma na celu zrownowazenie
oczywistego zmniejszania sie w takim przypadku sktadnika [. Dysponujac kilkoma modela-
mi, z reguly wybiera sie ten, dla ktérego wartos¢ kryterium AIC jest najmniejsza lub ten,
ktéry charakteryzuje sie ,dostatecznie” malta wartoécig AIC i zarazem jest opisywany przez
stosunkowo nieliczny zestaw parametréw.

Réznica miedzy kryterium AIC i BIC polega na innym wazeniu jakosci dopasowania i pro-
stoty modelu. Pierwszy sktadnik we wzorze na kryteria informacyjne mierzy prostote modelu.
W obu przypadkach element ten rosnie wraz ze wzrostem liczby parametréw i wzrost ten jest
tym wiekszy im mniejsza jest liczba obserwacji. Takie zdefiniowanie kryterium informacyj-
nego zwigzane jest z faktem, ze prostota modelu jest szczegdlnie wazna w przypadku modeli
szacowanych na matych probach. Jakkolwiek asymptotycznie oba kryteria wybiera¢ beda jako
prawidlowy model, model prawdziwy, to jednak w malych prébach ich wskazania moga sie
znacznie réznié. W literaturze sugeruje sie, ze kryterium AIC ma tendencje do wybierania
modelu o zbyt duzej liczbie parametréw.
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B.2. Skos$nos¢é

Miara asymetrycznoéci, nazywana trzecim momentem standaryzowanym, ktory dla zmiennej
losowej X zdefiniowany jest wzorem:

=)

Vo (Vo)?’

gdzie: p - warto$é oczekiwana X, /o - odchylenie standardowe X, [14].
Dla préby z; dla ¢ = 1,2, ...,n wspdlczynnik sko$nosé¢ wyznacza wzoér:

:lzn;(x )
v= N T\
(3 )

gdzie Z to probkowa Srednia.

Warto zauwazy¢, ze dla rozkladu symetrycznego (np. rozkladu normalnego) v = 0.
Dwa goérne wykresy rys. B.1 przedstawiaja przyktadowe funkcje gestosci prawdopodobien-
stwa dla ujemnie i dodatnio sko$nych rozkltadéw.

B.3. Kurtoza

Miara koncentracji (splaszczenia), nazywana czwartym momentem standaryzowanym, ktéra
dla zmiennej losowej X zdefiniowana jest wzorem:

= ol(Z) ot

gdzie: p14 to czwarty moment centralny X!, /o to odchylenie standardowe? X, [14].
Dla préby z; dla ¢ = 1, 2, ...,n wspdlczynnik kurtozy wyznacza wzoér:

1
— Z(l’z — .f)4
n =1

T =

gdzie T to prébkowa $rednia.
Warto zauwazy¢, iz:

e dla rozkladu normalnego 7 = 0, wykres rozktadu prawdopodobienstwa ma ksztalt nor-
malny, tzw. mezokurtyczny,

e dla 7 > 0 rozklad jest bardziej wysmukly niz normalny, tzw. leptokurtyczny, ktory
posiada wicksze skupienie wartosci wokét sredniej,

e dla 7 < 0 rozktad jest mniej wysmukly niz normalny, tzw. platykurtyczny, ktéry posiada
wieksze splaszczenie rozktadu.

Dwa dolne wykresy rys. B.1 przedstawiaja przyktadowe funkcje gestosci prawdopodobienstwa
dla platokurtycznego i leptokurtycznego rozktadu.

!Czwarty moment centralny jest wyznaczany za pomoca wzoru: us = E[X — E(X)]*
2W niektérych pracach, (szczegdlnie starszych) mozna spotkaé sie ze wzorem dla wspétczynnika kurtozy,
w ktérym nie jest odejmowana liczba 3 od powyzszego ulamka. Nowa definicja kurtozy jest jednak bardziej

wygodna, gdyz np. kurtoza rozktadu normalnego wynosi 0.
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Rysunek B.1: Przyklady wykresow funkcji gestosci prawdopodobienstwa dla rozktadéw sko-
$nych i kurtycznych. Zrédio: opracowanie wlasne.

B.4. Wybrane rozktady

B.4.1. Rozklad normalny (NO)
Domy$lnym rozktadem w funkcji gamlss() jest dwuparametrowy ciagly rozklad normalny.

Parametryzacja wykorzystywana dla normalnej (gaussowskiej) funkeji gestosci prawdopodo-
bienstwa ozn. (NO(u, o)) jest wyrazona wzorem:

1 _ 2
fy(ylp, o) = EGXP [_ @20_5)] (B.1)

gdzie —00 < Y < 00, —00 < p < 00 i ¢ > 0. Srednia i wariancja Y sa dane odpowiednio przez
E(Y) = p, Var(Y) = 02, zatem o to odchylenie standardowe zmiennej losowej Y, [20].
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B.4.2. Rozklad log-normalny (LOGNO, LNO)

Rozklad log-normalny (LOGNO)
Rozklad log-normalny jest odpowiedni dla dodatnio skosnych danych. Funkcja gestosci praw-
dopodobienstwa dla rozktadu log-normalnego ozn. LOGNO(u, o) dlay > 0 jest zdefiniowana:

11 l_(log(y)—u)2

fY(y‘/l; U) = \/mgexp 202 ) (B2)

gdzie p > 010 > 0. Tutaj E(Y) = w'/2e’ i Var(Y) = w(w — 1)e?*, gdzie w = exp(a?).
Rodzina rozktadéw Log-normalnych (LNO)

W pakiecie gamlss funkcja LNO(u, 0, v) umozliwia zastosowanie wyktadniczej transformacji
Box’a-Cox’a, gdzie przeksztalcenie Y (v) jest wprowadzone w celu usuniecia sko$nosci, oraz
gdzie Z = (YV—1)/v (jesli v # 0)+1og(Y)(jesli v = 0). O przeksztalconej zmiennej Z zaklada
sie woéwczas, ze ma rozklad normalny NO(u, o), za$ o wynikowym rozkladzie Y mozna po-
wiedzieé¢ ze ma rozklad LNO(u, o, v). Jedli v = 0, rozklad bedzie postaci (B.2). Dla wartosci
v # 0 oraz dla y > 0 wynikowy rozklad bedzie 3-parametrowym rozktadem:

v—1 2
Y (z —n)
fY(y‘:u’a g, V) - /721_10_2 €xp [_ 252

gdzie p > 0, 0 > 0, —c0 < v < oo oraz gdzie z = (y¥ — 1)/v (jesli v # 0) +log(y) (jesli
v = 0). Alternatywa dla rozkladu (B.3) moze byé¢ bardziej ortogonalna parametryzacja —
rozklad BCCG, [20].

7 (B.3)

B.4.3. Rozklad Box’a-Cox’a-Cole’a-Green’a (BCCGQG)

Rozklad Box’a-Cox’a-Cole’a-Green’a (BC'CG) jest dobry dla dodatnio lub ujemnie sko$nych
danych. Niech Y > 0 bedzie dodatnig zmienna losowsa o rozktadzie Box’a-Cox’a-Cole’a-
Green’a oznaczong BCCG(u,o,v) i zdefiniowana przez przeksztalcenie zmiennej losowej

Z podanej przez:
1 [(Y\¥ _ NURT
z=1 o (G5) —1] geseliv£0 (B.4)
Llog(X) jezeliv =0
o p"

dla 0 <Y < oo, gdzie p > 0, —oo < v < o0, oraz gdzie Z ma uciety rozklad normalny.
Warunek 0 < Y < oo (wymagany do tego aby Y" byla rzeczywista liczba Vv) prowadzi
do warunku —% < Z <oojezeliv>0oraz —00 < Z < —% dla v < 0, co wymaga ucietego
rozktadu normalnego dla Z.

Stad parametryzacja gestosci zmiennej Y bedzie dana przez:

y"Lexp(—32?)

o2 (o)

Iy () (B.5)

gdzie z jest dane wzorem (B.4), a ®() to dystrybuanta standardowego rozkladu normalnego.
Jesli prawdopodobienstwo obciecia @(—ﬁ) jest nieistotne, zmienna Y ma mediane pu.

Parametryzacja (B.4) byla uzywana przez Cole’a i Green’a (1992), ktérzy zakladali standar-
dowy rozklad normalny dla Z i nieistotno$é obciecia, [20].
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